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Testowanie hipotez

A — P(x) na X
Zgodnie z P(x) generowane sg wyniki eksperymentu A.
P e {Py(x):6 €0}
Badacza interesuje weryfikacja przypuszczenia, czy nieznany
parametr 6 nalezy do zbioru ©g € ©

@ Hipoteza zerowa Hy NAZywamy przypuszczenie, ze 6 € Q.
@ Hipoteza alternatywna Hy NAZywamy przypuszczenie, ze 6 ¢ o.

Testujemy Hy przeciwko Hp statystyka testowa T(X).
B - zbi6r odrzucen

Jedli T(X) € B, to odrzucamy Hy.

Jesdli T(X) ¢ B, to przyjmujemy Hp.

Btad | rodzaju - odrzucenie prawdziwej Hy

Btad Il rodzaju - przyjecie fatszywej Hy
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Testowanie hipotez

przyjmujemy odrzucamy
Hp prawdziwa OK btad | rodzaju
Hp fatszywa | btad Il rodzaju OK

Testowanie gwarantuje, ze P(btad | rodzaju) < «, gdzie
a € (0,1) = kontrolowany jest btad | rodzaju na poziomie
istotnosci «.

P-wartos¢
@ Prawdopodobienstwo, ze uzyskalibySmy takie jak
faktycznie obserwujemy, lub bardziej oddalone od zera

wartosci pewnej statystyki, przy zatozeniu ze hipoteza
zerowa jest prawdziwa.

| A

@ P—warto$c¢ jest rowna najmniejszemu poziomowi istotnosci,
na ktérym dla obserwacji x € X przyjmiemy hipoteze Hp.
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Wielokrotne testowanie hipotez

@ Zbior m eksperymentow losowych
AN={AG):iel={1,2, .., m}
X()-zbiér wszystkich mozliwych wynikéw i-tego
eksperymentu

@ Na X() okreslamy rodzine rozktadow prawdopodobienstwa
PV — (PO ) € 001}

o A odpowiada nieznany rozktad P() na X()
Zaktadamy:P() € P, tzn 360 € ©0) t.26 PO = PO

o Przypuszczenie, ze 0*() € 6 c ©()nazywamy i-ta
hipoteza zerowg (H(()i))

@ Przypuszczenie, ze 6*() ¢ @gi) c ©0) nazywamy i-tg
hipotezg alternatywng (HX))
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Wspoétczynniki btedow

#przyjetych #odrzuconych | suma
hipotez zerowych | hipotez zerowych
#prawdziwych my—V 4 my
hipotez zerowych
#fatszywych my — S S my
hipotez zerowych
suma m—-R R m

@ Family-wise error rate (p-stwo odrzucenia co najmniej jednej prawdziwej
hipotezy): FWER = P(V > 1)

@ False discovery rate (warto$¢ oczekiwana frakcji fatszywie odrzuconych hipotez
zerowych w zbiorze wszystkich odrzuconych hipotez zerowych, przemnozona

przez p-stwo odrzucenia co najmniej jednej hipotezy):
FDR = E(Q|R > 0)P(R > 0)
UWAGA: Q= %, gdy R>0o0raz Q=0,gdy R=0

@ Positive false discovery rate (wartos¢ oczekiwana frakcji fatszywie
odrzuconych hipotez zerowych w zbiorze wszystkich odrzuconych hipotez
zerowych, pod warunkiem, ze R > 0): pFDR = E(%|R > 0)




Procedura testowania zbioru hipotez

Procedura testowania zbioru hipotez - reguta okreslajaca, w
jakiej kolejnosci oraz na jakim poziomie istotnosci nalezy
testowac poszczegdlne hipotezy.

Rownowaznie: _

X = BOY(BW)C ze wzgledu na kazda hipoteze H{.
Odrzucamy H{", jezeli x € B! X, a przyjmujemy w
przeciwnym przypadku.

Procedura kontroluje w sensie mocnym wspétczynnik btedu
na poziomie « > 0, jezeli bez wzgledu na to ile oraz ktére
hipotezy sg prawdziwe, przyjete obszary odrzucenia B(")
gwarantujg, ze powtarzajac zbiér eksperymentdéw losowych
dany wspétczynnik nie bedzie srednio wigkszy niz a.
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Procedury testowania zbioru hipotez - procedury
jednokrokowe

@ kazda z m hipotez zerowych tesowana niezaleznie od
wyniku testowania pozostatych

@ wszystkie H((,’) sg testowane na tym samym poziomie
istotnosci g
@ odrzucane sg hipotezy, dla ktérych p-wartosci pl) < «

< pl o, 2p" ‘VW

przyjecie H," odrzucenie H," przyjecie H,™ odrzucenie H,"”

Procedury jednokrokowe sg konserwatywne, tzn. dla duzych
zbioréw hipotez prowadzg do odrzucenia bardzo matej liczby
hipotez.
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Procedury testowania zbioru hipotez — procedury
jednokrokowe (cd.)

Obszary przyjecia i odrzucenia dla procedury jednokrokowej

dam=2
1
A C
%
B A
{1
oy 1 F

@ A - obszar przyjecia doktadnie jednej z hipotez,
@ B - obszar odrzucenia obu hipotez,
@ C - obszar przyjecia obu hipotez.
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Procedury testowania zbioru hipotez - procedury
wielokrokowe

@ Procedury wielokrokowe wykorzystujg informacije o
tacznym rozktadzie p-wartosci dla wszystkich hipotez, co
prowadzi do wyzszej liczby odrzuconych hipotez.

@ Niech p"™ oznacza i-ta statystyke pozycyjna dia
p-wartoéci, czyli ('™ oznacza najmniejsza p-warto$¢.

H{"™ - hipoteza zerowa odpowiadajaca p(/:™
M - poziom istotnosci dla H{™
Zaktadamy, ze poziomy istotnosci tworzg niemalejacy ciag

0 <altm < oM < < glmm),

@ Przedstwimy metody wyznaczania o).

@ W procedurze wielokrokowej kolejnos¢ testowania hipotez
zalezy od kolejno$ci odpowiadajgcych im p-wartosci.
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Procedury testowania zbioru hipotez — procedury

wielokrokowe - procedura step-down

Procedura step-down

@ testowanie rozpoczynamy od Hé”")

o plim > o(im) — przyimujemy wszystkie hipotezy
HEm) - pmm) _ KONIEC

o plim < o(Em) — odrzucamy HY'™ i postepowanie
powtarzamy dla zbioru hipotez
(i+1:m) (m:m)
{Hy ™ HT ™Y

(1:' ) (p/\mz p Lim)

przyjecie hipotez odrzucenie H,“"
Hj:’ 'l\‘ . HSH m)

@& ‘V{”'zpzm

przyjecie hipotez odrzucenie H,*™
H:‘:2 m) H fm:m)
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Procedury testowania zbioru hipotez — procedury

wielokrokowe - procedura step-up

Procedura step-up

@ testowanie rozpoczynamy od Hém:m)

@ plmm) < o(mm) — odrzucamy wszystkie hipotezy —

KONIEC
o p(m™m > o(mm) = przyimujemy H{™™ i postepowanie
powtarzamy dla zbioru hipotez {H{'"™, ..., H{™ "™y
@ /-ty krok:

o plm—itim) < o(m=it1:m) — odrzucamy
(HSE™ ST KONIEC

° p(m7/+1:m) > m—it1m) przyjmujemy
przechodzimy do kroku i + 1

H(()m—i+1:m) i
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Procedury testowania zbioru hipotez — procedury

wielokrokowe - procedura step-up (cd.)

i (m:m) (m:m)
1m.m)< (mm).”,r o >

przyjecie H,™™ odrzucenie hipotez
Hﬂ(ﬂ:m). ) .Ho(m‘m)

o < p(m—] m ‘“\_(OL“M"“' Zp(m—l‘m)

przyjecie H," "™ odrzucenie hipotez
H, ™ H

(m-2:m) (m-2im) pmz:nn

< p(m—l‘nilr ) o

odrzucenie hipotez
(1:m) (m-2:m)
Hy ™...H,
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Procedury testowania zbioru hipotez - procedury

wielokrokowe (cd.)

o o2
A A
1 1
A c A c
022 022
al? o2
B A B A
S o
1:2 22 o 12 22 !
a'? g 1 a'? g 1

Obszary przyjecia i odrzucenia (oinaczenia jak wczesniej) dla
procedury step—down dla m = 2 (po lewej) oraz dla procedury

step—up (po prawej).
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Procedury kontroli wspétczynnikéw btedu - FWER

Procedura Bonferroniego

Jednokrokowa procedura testowania z poziomem istotnosci
ag = r, kontroluje wspotczynnik FWER na poziomie a.
UWAGA:

@ Takze dla skorelowanych statystyk testowych.
@ Zapewnia mocng kontrole FWER.

@ Bardzo konserwatywna, trudno odrzuci¢ jakiekolwiek
hipotezy.

Dopasowanie p-wartosci
pi = min(m - p;, 1)
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Procedury kontroli wspétczynnikéw btedu - FWER
(cd.)

Procedura Holma

Jezeli statystyki testowe testowanych hipotez sg niezalezne, to
procedura wielokrokowa step-down z poziomem istotnosci

(0%

a(i:m)zil’
m—i+1

kontroluje wspotczynnik FWER na poziomie a.

Dopasowanie p-wartosci

pUM = maxy—1,_;min ((m —k+1). ptim) 1))
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Procedury kontroli wspétczynnikéw btedu - FWER

(cd.)
Procedura Hochberga

Jezeli statystyki testowe testowanych hipotez sg niezalezne, to
procedura wielokrokowa step-up z poziomem istotnosci

(01

a(i:m) o i ’
m—i+1

kontroluje wspétczynnik FWER na poziomie a.

UWAGA: Procedura Hochberga ma wieksze obszary odrzucen
niz procedura Holma, przez co odrzuca $rednio wiece;j
fatszywych hipotez zerowych.

| A\

Dopasowanie p-wartosci

pUm = ming_;__mmin ((m —k+1) - plim, 1))

A\

Zofia Zielinska-Kolasinska, Aleksandra Zyskowska Zagadnienie testowania zbioru hipotez (wielokrotne testowanie hi



Procedury kontroli wspétczynnikéw btedu - FDR

Procedura Benjaminiego-Hochberga

Jezeli statystyki testowe testowanych hipotez sg pozytywnie
zalezne (macierz korelacji statystyk testowych jest dodatnio
okreslona), to procedura wielokrokowa step-up z poziomem
istotnosci
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Kontrola FWER i FDR

Kontrolowanie FDR-kontrolowanie oczekiwanej warto$ci
stosunku btednie odrzuconych hipotez (do wszystkich
odrzuconych hipotez).

FDR = FWER < wszystkie hipotezy sg prawdziwe(poza tym FDR < FWER).

Kontrola FDR = staba kontrola FWER.

Kontrola FWER =- kontrola FDR.

Jesli m = mg (nawet jesli pojedyncza hipoteza jest odrzucona), to % =1=Q~

kontrolowane = (%|R > 0) — kontrolowane = E(%|R > 0) — kontrolowana.

Ale FDR = P(R > 0)E(%|R > 0) da sie kontrolowag.

EWV)
r

®© 6 06 0

@ Proporcja btednych do wszystkich: Q = -zlozenie warto$ci oczekiwane;j i

realizacji = nawet nie E(QIR=r) = w

jw.

,gdzie znéw problem z kontrolg
@ Gdy wszystkie hipotezy prawdziwe % = 1 = problem z kontrola. Srodki:
doda¢ jeden do mianownika (znieksztatcony wynik), mianownik zamieni¢ na
E(R|R > 0). Zmiana licznika i mianownika réwnocze$nie-problem kontroli przy
m= my.
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Kontrola FDR i pFDR

@ Gdy m = m, E[%|R > 0] = 1(niekontrolowane) oraz mnoznik
P(R > 0) w definicji FDR = wprowadzenie definic;ji
pFDR = E[%\R > 0].

@ Dla m= my mamy pFDR = 1 = do kontroli pFDR musimy go
estymowac dla konkretnego zbioru odrzucen.

@ Dwa sposoby kontroli pFDR:

o Ustalamy poziom istotnosci («) i estymujemy zbio6r
odrzucen-ma sens dla FWER (mierzy p-nstwo popetnienia
wiecej niz jednego btedu | rzedu = potrafimy powiedzie¢ a
priori jakie powinno by¢ « ). FDR-y sg bardziej "badawcze".
pFDR nie jest kontrolowalny w tym sensie.

e Ustalamy zbiér odrzucen, estymujemy « (dobry dla pFDR).
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Kontrola FDR i pFDR (cd.)

100 hipotez. Chcemy kontrolowaé FDR na poziomie o = 5%. Czy byt to
dobry wybor? Zalezy od liczby odrzuconych hipotez (100
odrzuconych=-dobry wybér, 2 odrzucone=-mniej przydatny wybér).

Dla FDR oraz pFDR ustalanie najpierw zbioru odrzucen jest lepsze. I

@ Ustalanie zbioru odrzucen-koncepcyjnie prostsze podejscie dla
skomplikowanych ztozonych miar btedéw jak pFDR, FDR.

@ Estymacja punktowa przektada sie na kontrolowanie FDR i
pFDR jednoczesnie.

@ pFDR -proces stochastyczny na wszystkich przedziatach
odrzucen.

@ pFDR-najbardziej odpowiednia miara btedu tgczgca podejscie
czestosciowe oraz bayesowskie.
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Interpretacja bayesowska pFDR

m identycznych testéw Hy vs. Hp, statystyki testowe: Tq,..., Tm

I - ustalony “zbiér istotnosci” (significance region)

V() = #{T; dla prawdziwej H((Ji) el RM) =#{T;: T €T}
H; := 0, gdy i-ta hipoteza zerowa prawdziwa; H; := 1, gdy fatszywa.

o - rozktad a priori p-stwa, ze hipoteza zerowa jest prawdziwa (zaktadamy, ze H;
sg i.i.d. o rozktadzie Bernoulliego: P(H; = 0) = mo, P(Hi = 1) =1 — mg = m1).

v(r)
R(T)

PFDR(T) = E[ ‘R(F) > 0}

Twierdzenie — “btad | rodzaju a posteriori”

m identycznych testéw opartych na statystykach Tq,. .., Tm ze zbiorem istotnosci I
Zatézmy, ze (T;, H;) sa i.i.d. takie, ze Tj|H; ma rozktad: (1 — H;) - Fo + H; - Fy dla
pewnego rozktadu Fy i rozktadu alternatywnego Fy, oraz dla H; z rozktadu Bern(m).
Woéwczas rozktad a posteriori dany jest wzorem (w9 = 1 — ¢ - rozktad a priori):

moP(T € T|H =0)

PFDR(T) = P(H=0|T € T) = B

Zofia Zielinska-Kolasinska, Aleksandra Zyskowska Zagadnienie testowania zbioru hipotez (wielokrotne testowanie hi



Tto historyczne

Termin hipoteza - "Teoria Matematyki"greckiego filozofa
Geminusa (pierwsze dziesieciolecia naszej ery)

Hipoteza zweryfkowana na gruncie analizy statystycznej - John
Arbuthnot w pracy ,,An argument for Divine Providence, taken
from the constant regularity observ’d in the births of both sexes”
w 1710.

Roczne liczby urodzen chtopcéw oraz dziewczat (Londyn

1625 — 1710) — wiecej chtopcow niz dziewczat.

Czestos¢ urodzin chtopcow = J = P(co rok, przez 86 lat, rodzito
sie wiecej chtopcow niz dziewczat)=5s < 1024, czyli jest
niezmiernie mate. Czyli czesto$¢ urodzin chtopcéw jest
statystycznie istotnie wieksza niz czestos¢ urodzin dziewczat.
Skrytykowane (Nicholas Bernoulli). Konstrukcja pierwszego
statystycznego testu - Pierri-Simon Laplace (1749 — 1827). W
1796 fizykalno-matematyczne uzasadnienie ,nebular
hypothesis” (hipotezy mgtawicowej-hipotezy Kanta-Laplacea),
opisujacej geneze powstania Uktadu Stonecznego. Laplace -
zwolennik subiektywnej interpretacji prawdopodobienstwa
(wnioskowanie bliskie bayesowskiemu).
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Tto historyczne (cd.)

@ Jerzy Sptawa-Neyman i Egon Pearson - latach dwudzieste XX
wieku - aksjomatyczne podstawy dla zagadnienia testowania.
1928-19383 - prace o procesie testowania hipotez, testach
statystycznych, testach najefektywniejszych, rozmiarach testu,
poziomach istotnosci itp. Wprowadzili pojecie hipotezy
alternatywnej (dzis oczywiste i nickwestionowane).
Neymanowsko-Pearsonowskag teorig testowania hipotez
(aksjomatyczna, czestosciowa). Takie ujecie procesu testowania
hipotez dominowato od lat 30-40 do konca XX wieku.

@ Wazny wybér poziomu istotnosci (dopuszczalnego p-stwa
odrzucenia prawdziwej hipotezy zerowej). Najczesciej
przyjmowany to 0.05, co oznacza, ze $rednio btednie odrzucimy
hipoteze zerowa nie czesciej niz raz na 20 razy.
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Przyktad

Rozwazmy zbiér 100 hipotez zerowych, kazda orzekajgca, ze pewien
lek nie wptywa na stan pacjenta. Wykonajmy 100 testéw, kazdy na
poziomie istotnosci « = 0.05. Nawet, jezeli zaden z rozwazanych
lekéw nie wptywa na zdrowie pacjenta, to w okoto 5 przypadkach test
odrzuci btednie hipoteze zerowa, a przyjmie hipoteze alternatywna.
Czy to oznacza, ze te 5 lekow istotnie wptywa na stan pacjenta?
Oczywiscie, ze nie.

UWAGA

Wzrost liczby przeprowadzonych testow na ustalonym
poziomie istotnosci=- wzrost p-nstwa blednego odrzucenia
przynajmniej jednej hipotezy zerowej.

| A

v

@ Biostatystyk Graham Martin oskarzat badaczy stosujgcych
metody statystyczne o powtarzanie eksperymentu
wielokrotnie lub tez wykorzystywanie réznych testow, tak
dtugo, az ktérys test odrzuci hipoteze zerowa i ,potwierdzi”
stusznos¢ ich przypuszczen (siatkg Munchausena).
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= Przy publikacji wynikbw wymaog stosowania korekty poziomu
istotnosci uwzgledniajgcej liczbe weryfikowanych hipotez.
Historycznie pierwszg i wcigz najpopularniejszg korekta jest
korekta Bonferroniego [Bonferroni 1936]. Korekta ta byta z
powodzeniem wykorzystywana w przypadku, gdy testowano
kilka lub kilkadziesiat hipotez.

@ Od lat 80. XX wieku w eksperymentach wykorzystywane
sg techniki wysokoprzepustowe, dostarczajgce badaczom
olbrzymig ilo§¢ danych. Mozliwe jest testowanie wielu
tysiecy (a czesto setek tysiecy) hipotez. Dla tak duzej
liczby hipotez korekta Bonferroniego = znaczacego
zmniejszenia poziomu istotno$ci w pojedynczym
teScie=-dramatyczny spadek mocy.

Nowe procedury testowania - Multiple Hypothesis Testing
(,testowanie wielokrotne”). Prace: Terry Speed,
Sandrine Dudoit, Yoseph Hochberg, John D. Storey i Brad
Efron. Ujecia testowania zbioru hipotez: klasyczne,
bayesowskie (rézne w interpretacji wynikow i mozliwosci
stosowania réznych metod statystycznych).
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mt.rawp2adijp()

Opis dziatania

Na wejsciu funkcja dostaje wektor p-wartosci. Zwraca macierz
przeskalowanych (do procedur wielokrotnego testowania)
p-wartosci:
@ Bonferroni, Holm(1979), Hochberg(1988), Sidak - silna
kontrola FWER

@ Benjamini & Hochberg (1995), Benjamini & Yekutieli (2001)
- silna kontrola FDR.

4
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mt.rawp2adijp() (cd.)

mt.rawp2adjp(rawp, proc=c("'Bonferroni", "Holm",
"Hochberg", " SidakSS", " SidakSD", "BH", "BY"))
@ rawp - wejsciowy wektor p-wartosci (wspétrzedne
odpowiadajgce hipotezom)
@ proc - wektor zawierajacy nazwy procedur wielokrotnego

testowania ("Bonferroni”, "Holm", "Hochberg", " SidakSS",
" SidakSDll1 llBHll’ IIBY")

Wartosci funkgiji

@ adjp -macierz przeskalowane p-wartosci, wiersze odpowiadajg
hipotezom, a kolumny procedurom testowania. Hipotezy sa
posortowane rosngco, wedtug poczatkowych p-wartosci.

@ index - wektor zawierajgcy permutacije liczb od 1 do
length(rawp)[z nowego porzadku do starego], wskazujgcy w jaki
sposo6b zostata zmieniona kolejnos$¢ p - vartosci w stosunku do
kolejnosci poczatkowej. Aby otrzymac przeskalowane p-wartosci
w poczatkowym porzadku stosujemy: adjp[order(index),].
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mt.rawp2adjp() - przyktad

> p = runif (10)
> P
[1] 0.69931150 0.74574627 0.01929059 0.64262921 0.07901572
[6] 0.99025059 0.37859570 0.85165144 0.25436628 0.95168929
> mt.rawp2adjp(p, proc=c("Bonferroni", "Holm", "Hochberg","BH"))
Sadijp
rawp Bonferroni Holm Hochberg BH
[1,] 0.01929059 0.1929059 0.1929059 0.1929059 0.1929059
[2,] 0.07901572 0.7901572 0.7111415 0.7111415 0.3950786
[3,] 0.25436628 1.0000000 1.0000000 0.9902506 0.8478876
[4,] 0.37859570 1.0000000 1.0000000 0.9902506 0.9464893
[5,] 0.64262921 1.0000000 1.0000000 0.9902506 0.9902506
[6,] 0.69931150 1.0000000 1.0000000 0.9902506 0.9902506
[7,] 0.74574627 1.0000000 1.0000000 0.9902506 0.9902506
[8,] 0.85165144 1.0000000 1.0000000 0.9902506 0.9902506
[9,] 0.95168929 1.0000000 1.0000000 0.9902506 0.9902506
[10,] 0.99025059 1.0000000 1.0000000 0.9902506 0.9902506
Sindex
(r] 3 5 9 7 4 1 2 810 6
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Bonferroni Holm

Q— o 0 0 0 0 0 0 @ C)—— 0O 0 o0o0o0ooo e
- . - .
o L o« .
o 7 © . o 7 .
. a .
g @ . T w .
=] f=] =] o
= =
[ «
z < | EIE
a o . a o .
. .
g*o gfn
. .
S e S e
o T T T T T o T T T T T
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
indeks indeks
Hochberg Benjamini & Hochberg
o o
= o000 O g * = . -
@ . @ .
S S
° . . "
T w | . T o | .
o (=] o o
= =
o o
=z < | z <+
a < . a < .
o * o *
s @ S 7
. .
S e S e
S S

Zagadnienie testowania zbioru hipotez (wielokrotne testowanie hi



