Statystyka w analizie i planowaniu eksperymentu
Wyktad 8

Testow proporcji i testéw srednich cigg dalszy

Przemystaw Biecek

Dla 1 roku studentéw Biotechnologii




Przypomnienie kilku faktéw

X; ~N(0,1) Zmienne X; maja rozktad normalny.

W = Z,l'(:1 X; ~ N(0,k) Suma zmiennych normalnych ma rozktad
normalny o odpowiedniej Sredniej i wa-
riancji.

Xi/a~ N(0,1/a°) lloczyn liczby o rozktadzie normalnym
i statej ma rozktad normalny.

X? ~ X7 Kwadrat liczby o rozkfadzie normalnym
ma rozktad x? z jednym stopniem swo-
body.

Z=Y7%,X?~x%  Jezeli sumowanych jest wiecej kwadratéw
to otrzymujemy zmienng o rozktadzie x?
o k stopniach swobody.

\/%/k ~ ty lloraz zmiennej o rozktadzie normalnym
i 0 rozktadzie Xi ma rozkfad t-Studenta
o k stopniach swobody.

4/m p ] : 5
Z2/m Fny n lloraz dwéch zmiennych o rozktadzie x

ma rozktad F.



Test dla proporcji

Zadanie:
Czy czestos$¢ wystepowania genotypu bb o fenotypie niebieskich
oczu wystepuje w populacji z czestoscia %,?

Eksperyment:
Sprawdzono kolory oczu 200 studentéw z biotechnologii, 70 z nich
miato niebieskie oczy.

Pytanie:
o Czy proba jest prawidtowo zebrana?

o Jezeli jest to jak odpowiedzie¢ na Zadanie?
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Test dla proporcji - duze préby

W duzych prébach rozktad czestosci przyblizyé mozna rozktadem
normalnym. Do testowania hipotezy

Ho: p=po

gdzie pp zadana wartos¢, wykorzystaé mozna test oparty na
statystyce testowe]

P—Po
Vpo(1 — po)n’
Przy prawdziwej hipotezie zerowej statystyka ta ma rozktad
normalny N(0,1). Obszary krytyczne wyznacza sie ze wzoréw
o dla dwustronnej hipotezy alternatywnej
Wo = (=00, ga/2] U [q1-a/2, 00)
o dla lewostronnej hipotezy alternatywne;j

T(X)=n

Wa = (—OO, qa]
o dla prawostronnej hipotezy alternatywnej
Wa = [ql—ou OO)



Test dla proporcji

p = 70/200 = 0.35

.35 —-0.2
T(X) = 20022 =02 5,
v/0.25 % 0.75 % 200

Decyzja?
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Test dla proporcji

Zadanie:
Czy czesto$¢ wystepowania genotypu bb u kobiet i u mezczyzn jest
taka sama?

Eksperyment:

Sprawdzono kolory oczu 200 studentéw z biotechnologii (120
kobiet i 80 mezczyzn), 70 z nich miato niebieskie oczy
(odpowiednio 40k i 30m).

Pytanie:
o Czy proba jest prawidtowo zebrana?

o Jezeli jest to jak odpowiedzie¢ na Zadanie?
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Test dla proporcji - duze préby

W duzych prébach rozktad czestosci przyblizyé mozna rozktadem
normalnym. Do testowania hipotezy

Ho : p1 = p2,
wykorzysta¢ mozna test oparty na statystyce testowej

\/Pl(l_Pl) + p2(1=p2)

mn n

lub
— P2

To(X) = P1 :
P+ 2)

Przy prawdziwej hipotezie zerowej statystyka ta ma rozktad
normalny N'(0,1). Obszary krytyczne wyznacza sie jak dla testu
dla jednej préby.




Test dla proporcji

p = 70/200 = 0.35
p1 = 40/120 = 0.333
p> = 30/80 = 0.375

0.042
T(X) = =0.72
(X) 0.35 % 0.65 * (0.0083 + 0.0125)

Decyzja?
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Test dla wariancji

Zadanie:
Czy zmienno$¢ ocen ze statystyki wsrdd kobiet jest taka sama jak
u mezczyzn?

Eksperyment:

Sprawdzono wyniki pierwszego kolokwium, 5,2< =0.7a S,%,, =0.5.
Wyniki dla 50 kobiet i 20 mezczyzn.
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Test F dla wariancji

Do testowania hipotezy
Ho : 02 = 03

gdzie a,-2 to wariancja w grupie /, wykorzystuje sie test oparty o

statystyke testowa
2

T(X)=3
(wieksza wariancje zawsze wpisujemy do licznika).
Przy prawdziwej hipotezie zerowej statystyka ta ma rozktad
normalny F(n; — 1, no — 1). Obszary krytyczne wyznacza sie ze
wzordéw

o dla dwustronnej hipotezy alternatywnej !!!

“1m-1
W = [fln_la/an 700)

o dla jednostronnej hipotezy alternatywnej
Wo = [, 7", 00).
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Test dla wariancji

Wyliczona warto$¢ statystyki testowej wynosi
T(x)=0.7/05=1.4
Wartos$¢ krytyczna odczytana z tablic

49,19)
en | w7

Decyzja?
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Test Wilcoxona

Zadanie:

Czy liczba punktéw z pierwszego kolokwium byta wieksza niz na
drugim?

Eksperyment:
hmmmm....
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Test Wilcoxona

Nieparametryczny odpowiednik testu t Studenta. W wers;ji
sparowanej hipoteza zerowa ma postac

Hy:6=0
gdzie 6 to mediana réznic d; = Y; — X;. Do testowania
wykorzystuje sie statystyke testowa
S =min(WH, W")
gdzie

WH=>"r(d), W => r(d)

di>0 di<0

a r(d;) to ranga wartosci d; wyznaczona wektorze wartosci
bezwzglednych |d;|. Dla duzych préb (n > 20) statystyke S mozna

przyblizy¢ rozktadem normalnym o Srednie;j % i wariancji
%. Dla matych préb wartosci krytyczne powinny byé

odczytywane z tablic.



Test Wilcoxona

W wyniku eksperymentu zaobserwowano nastepujace d;

d=c(-2,-1,05,2,-1,1.5,2.5,2.5)
r(|d|) = ¢(3.5,6.5,8,3.5,6.5,5,1.5,1.5)
W* =7+35+5+15+15=185
W~ =35+65+65=165
5$=16.5
Odczytujemy kwantyle (0.05 dla alternatywy jednostronnej i 0.025
dla alternatywy dwustronnej)
d6.05 = 6, do.025 = 4

W pakiecie R kwantyl mozna odczytaé korzystajac z funkgji
gsignrank (kwantyl,n).

- Testycd. . 14/3



Test U Wilcoxona-Manna-Whitneya

Poréwnajmy dochody 10 wylosowanych z populacji pracujacych
kobiet i mezczyzn, czy s3 one réwne?

zarobki M = 1500, 2000, 3500, 5500, 10000

zarobki K = 1600, 1900, 2400, 4000, 5000
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Test U Wilcoxona-Manna-Whitneya

To nieparametryczny odpowiednik testu t Studenta.
Hipoteza zerowa ma postac

Ho . 9)( = 9y
gdzie 0x to mediana dla populacji X a 6y dla Y.

Do testowania wykorzystuje sie statystyke testowa

n.m

U= Zzledf

i=1 j=1

Dla duzych préb (n > 20) statystyke U mozna przyblizyé
rozktadem normalnym o $redniej “4% i wariancji %

Dla matych préb wartosci krytyczne odczytujemy z tablic.
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Test U Wilcoxona-Manna-Whitneya

zarobki M = 1500, 2000, 3500, 5500, 10000
zarobki K = 1600, 1900, 2400, 4000, 5000
Wyznaczamy warto$¢ statystyki U

U=1+1+2+3+3=10.

Odczytujemy kwantyl dla rozktadu statystyki testowe;j

55 5,5
q(().02)5 =3, q(().9725 =22.

W pakiecie R kwantyl mozna odczyta¢ korzystajac z funkgcji
qwilcox(kwantyl,nl, n2).

Teraz sprébujemy przyblizy¢ statystyke testowa rozktadem
normalnym. Normalizujemy wynik statystyki testowej

z=(10-125)/y/(25 * 11/12) = —0.11
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Czy cechy kolor oczu i pte¢ s3 ze soba zalezne?

K M
niebieskie 30 8
bragzowe 60 12
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Do testowania hipotezy
Hp : X niezalezne od Y

wykorzystuje sie test oparty o statystyke testowa

ESRLTLEN S L

gdzie
il i Y0y i
Zf'(:l JP=1 nij '
Przy prawdziwej hipotezie zerowej statystyka ta ma rozktad

X(k 1)(p—1) ze (k — 1)(p — 1) stopniami swobody.
Obszary krytyczne wyznacza sie ze wzoru

W, = 2D

-«

Ej =

7m)
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Czy kolor oczu i pte¢ s3 ze sobg zalezne?

Obserwowane
K M
niebieskie 30 8 | 38
bragzowe 60 12 | 72
90 20 | 110
Oczekiwane
K M

niebieskie 31.1 6.9 38
brazowe 58.9 13.1 | 72
90 20 | 110

T=11%/31.14+1.1%/6.9 + 1.12/58.9 + 1.12/13.1 = 0.33

2,1
X095 = 3-84



Test McNemara

Czy dziewczynki s3 bardziej podatne na chorobe niz chtopcy?
Zbadano grupe 110 par blizniat dwujajowych w ktérych jedna
osoba jest chora a druga zdrowa.

zdrowy / chory K M

K a=30 b=8
M c=60 d=12
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Test McNemara

Do testowania hipotezy
Hp : b wystepuje réwnie czesto jak ¢
wykorzystuje sie test oparty o statystyke testowa

(b—c)

T =
b+ c

Przy prawdziwe] hipotezie zerowej statystyka ta ma rozktad X% z1
stopniem swobody.
Obszary krytyczne wyznacza sie ze wzoru

Wo = [X271 o)

1—a
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Test Kotomogorova-Smirnova

Do testowania hipotezy
Ho: X ~F
wykorzystuje sie test oparty o statystyke testowa

D, = stl(p |Fn(x) — F(x)]

gdzie F,(x) to dystrybuanta empiryczna zadana wzorem

F(X ZIX<X

VD, "= sup |B(F(0)

Kwantyli rozktadu tej statystyki testowej najlepiej szukaé w
tablicach.
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Jak wykona¢ omawiane testy w R?

o Test dla proporcji zaimplementowany jest w funkcji
prop.test(),

o Test dla wariancji zaimplementowany jest w funkgcji
var.test(),

o Test dla parametréw przesuniecia zaimplementowany jest w
funkcji wilcox.test (),

o Test x? zaimplementowany jest w funkcji chisq.test(),

o Test McNemara zaimplementowany jest w funkgcji
mcnemar.test (),

o Test Kotomogorova-Smirnova x? zaimplementowany jest w
funkcji ks.test (),

o Dobry test normalnosci zaimplementowany jest w funkgcji
shapiro.test().
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Wynik testowania

Bardzo Wazna Tabelka

Decyzja
Stan faktyczny przyjaé¢ Hop odrzuci¢ Hyp
P(x) =0 P(x) =1
Hop prawdziwa | decyzja poprawna btad | rodzaju
Hp fatszywa btad Il rodzaju decyzja poprawna
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Pojecie mocy testu

Moc testu okreSlamy jako prawdopodobienstwo odrzucenia
hipotezy zerowej, w sytuacji gdy jest ona fatszywa.

Moc zalezy od:
o przyjetego poziomu istotnosci,
@ rozmiaru préby,

o rbznicy pomiedzy alternatywa a hipoteza zerows.
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Jak wyznaczy¢ moc?

W R to jest prostel!

pwartosci = NULL
for (i in 1:1000) {
x = rnorm(n)
y = rnorm(n)+0.5
pwartosci[i] = t.test(x,y)$p.value < 0.05
}
mean (pwartosci)
.331

O VV V.V V V.YV
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Moc

Moc w zaleznosci od liczebnosci préby

moc

T T T T T
10 20 30 40 50

n
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Moc w zaleznosci od poziomu istotnosci

moc
4

® T T T T T T T
0.001  0.002 0.005 0.010 0.020 0.050 0.100

alpha
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Moc

Moc w zaleznosci od réznic pomiedzy hipotezami

moc

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 1.4 16
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Brakujace obserwacje

W rzeczywistych danych czesto zdarzajg sie brakujace obserwacje
@ pomiar sie nie powiédt a ze wzgledéw finansowych lub
organizacyjnych nie jesteSmy w stanie go powtérzy¢,
o jaki$ pomiar przyjmuje ewidentnie btedng wartos¢, np.
ciSnienie =350,

o operujemy na danych z innego Zrédta, ktére sa niekompletne.
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Brakujace obserwacje

Co zrobic¢?
o Mozemy usuna¢ caty przypadek w ktérym choé jeden pomiar
jest brakujacy, s3 plusy i minusy,
o Mozemy wstawié za brakujaca wartos¢ wartosé
charakterystyczna dla zmiennej ($rednia, mediang),
o Mozemy przeprowadzi¢ zbidr testéw, wstawiajac za brakujaca
wartos¢ losowa wartosé, jedna z wystepujacych w prébie.
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Studium przypadku

Zobaczmy, jak wygladaja rzeczywiste analizy.
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Co trzeba zapamietac?

Jak dziata i po co jest test Wilcoxona?

Jak dziata i po co jest test U-Wilcoxona-Manna-Withneya?
Jak dziata i po co jest test x2?

Jak dziata i po co jest test proporcji?

Jak dziata i po co jest test F?

Jak dziata i po co jest test Kotomogorova Smirnova?

© 6 6 6 o o o

Co to jest moc i po co nam to pojecie?
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