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Stow kilka o estymatorach
Estymator to funkcja préby. l

Estymatory uzywane sg aby na podstawie préby wyestymowacé
(oceni¢) warto$¢ pewnego, nieznanego, parametru populacji.
Poznalismy juz miedzy innymi nastepujace estymatory:

©

Sredniej [i oznaczany najczesciej przez X,

o czestosci p,

o wariancji 62 oznaczany najczeciej przez S,
o wspodtczynnikéw modelu regres;i 31, Bo,

o korelacji p.

Analiza regres;ji 2/28



Stow kilka o estymatorach

Ta sama warto$¢ moze by¢ oceniana na rézne sposoby.
Przyktadowo do tej pory poznaliémy dwa estymatory wariancji,

0 52 =1 %05 %)
o 53 =-L Y .(x—x)>%

Gdy estymatoréw jest wiecej niz jeden, naturalnymi pytaniami s3:
o Ktory z nich jest lepszy?

o Jak poréwnywaé te estymatory?
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Stow kilka o estymatorach

Dwa popularne kryteria to obcigzonos¢ i wariancja.
Obciagzenie estymatora parametru 6 wyznacza sie nastepujaco

biasy = 0Ey(H)

gdzie 6 oznacza estymator parametru 6 (estymator a nie oceng!).

o Estymator jest nieobcigzony, jezeli jego obcigzenie wynosi 0.

o Estymator jest obcigzony jezeli jego obcigzenie jest rézne od
zera.

o Estymator jest asymptotycznie nieobcigzony, jezeli jego
obcigzenie maleje do zera wraz z rozmiarem préby.
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Stow kilka o estymatorach

Wiariancja estymatora opisuje jak duzy jest rozrzut estymatora.
Wariancje estymatora mozna wyznaczy¢ ze wzoru

varg = E9(9 — 9)2

gdzie 0 oznacza estymator parametru 6 (estymator a nie ocenel!).
Jezeli jakis estymator ma mniejsza wariancje niz kazdy inny
estymator (dla kazdego #) to méwimy, ze jest on estymatorem o
minimalnej wariancji.
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Obciazenie estymatora

Ktéry z tych estymatoréw jest nieobcigzony?

estymator A estymator B
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Wariancja estymatora

Ktéry z tych estymatoréw ma mniejsza wariancje?

estymator A estymator B
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Porownanie estymatoréow wariancji
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Wspotczynnik korelacji Spearmana

Co robi¢, gdy dane nie maja rozktadu normalnego lub obecne s3
wartosci odstajace?
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Wspotczynnik korelacji Spearmana

W tej sytuacji nie nalezy uzywa¢ wspétczynnika Pearsona.
Uzywa sie wspoétczynnika Spearmana, ktéry korelacje pomiedzy
obserwacjami wyznacza na podstawie rang tych obserwacji

PSpearmana = cor(r(X), r( Y))

Ranga obserwacji x; odpowiada indeksowi tej obserwacji w
uporzadkowanej probie.
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Wspotczynnik korelacji Spearmana

Mamy prébe X
X = (—b3,124,—-19,—-46,87,16,—13,6, —68, —97)
i prébe Y
Y = (-3,117, 38,105, 244,115,102, —31, —10, —136)
Wyznaczamy rangi dla tych elementéw

r(X)=(3,10,5,4,9,8,6,7,2,1)

r(Y)=1(59,27,10,8,6,3,4,1)

| liczymy korelacje rang.
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Wspotczynnik korelacji Spearmana

> x

[1] -53 124 -19 -46 87 16 -13 6 -68 -97
> rank(x)

[11] 31054986721

> cor(x,y)

[1] 0.7261815
> cor(x,y, method=’pearson’)
[1] 0.7261815
> cor(x,y, method=’spearman’)
[1] 0.7333333
> cor.test(x,y, method=’spearman’)
Spearman’s rank correlation rho
data: x and y
S = 44, p-value = 0.01976
alternative hypothesis: true rho is not equal to O
sample estimates:
rho
0.7333333
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Wspotczynnik korelacji Spearmana

lle wynosi korelacja w takim przypadku?
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Wspotczynnik korelacji Spearmana

Wartosci wspdtczynnikéw korelacji Pearsona i Spearmana moga sie
réznié. Ale dla duzych préb, gdy rozktad obserwacji jest normalny
a relacja pomiedzy zmiennymi ma charakter liniowy, to
wspotczynniki te przyjmuja podobne wartosci.

Wspotczynnik Spearmana powinno sie stosowaé, gdy:

o rozktad danych nie jest normalny,
o obecne s3 obserwacje odstajace,

@ nie jest dla nas wazna liniowos¢ relacji pomiedzy zmiennymi.
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Regresja nieliniowa

Co zrobi¢ gdy zaleznoé¢ pomiedzy zmiennymi wyglada na
nieliniowa?
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Regresja nieliniowa

Mamy kilka mozliwosci:
o wykonaé transformacje zmiennych objasniajacych,
@ wykonaé transformacje zmiennych objasnianych,

o przybliza¢ zalezno$¢ za pomoca prostych na fragmentach
dziedziny x,

o wybraé inny model regresji (nieliniowy).
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Regresja nieliniowa

Co daja nam transformacje wielomianowe?
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Regresja nieliniowa

Co daje nam logarytmowanie?

y' = log(y)
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Regresja nieliniowa

Ogélny model gaussowskiej regresji nieliniowe;j

Y = f(X,0) +e,

gdzie
e ~ N(0,5?).

Znalezienie ocen parametréow w takim modelu nie jest fatwe,
rozwiazania wyznaczane sg korzystajac z metod numerycznych.
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Regresja nieliniowa

Ale w R to jest proste!

> x = runif (100)*3

>y = x%>® — B+rnorm(100,0,3)

> model <- nls(y ~ x? — b, start = list(a = 2, b=2))
> summary (model)

Formula: y ~x?—b

Parameters:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
a 2.4281 0.0722 33.6 <2e-16 **x
b 5.1934 0.3729 13.9 <2e-16 **x

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.” 0.1 ¢ > 1
Residual standard error: 2.99 on 98 degrees of freedom
Number of iterations to convergence: 4

Achieved convergence tolerance: 3.42e-07
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Regresja nieliniowa

Bardziej skomplikowane zaleznosci
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Regresja logistyczna

Regresja liniowa stuzyta nam do opisywania zaleznosci pomiedzy
zmienng iloSciow3 a inng zmienng ilosciowa, lub zbiorem
zmiennych iloSciowych (regresja wieloraka).

W sytuacji gdy zmienna objasniang jest zmienna binarna to regres;ji
liniowej uzy¢ nie mozemy.

Zmienne binarne s3 bardzo czeste w rzeczywistych analizach.
Przyktadowo gdy interesuje nas odpowiedZ myszy na podanie
pewnej ilosci inhibitora genu BRCAL. Jezeli mysz moze by¢ tylko w
dwdch stanach, np: zywa/zdechta, chora/zdrowa,
normalna/zmieniona to jak stan myszy opisac iloscig podanego
inhibitora?
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Regresja logistyczna dla jednej zmiennej

W regresji logistycznej modeluje sie prawdopodobienstwo
wystapienia okre$lonego zjawiska za pomoca rozktadu
dwumianowego

Y =B(1,p)
gdzie prawdopodobienstwo p sukcesu okresla sie nastepujaco
logit(p) = In(-2—) = fo + (1 X

Analiza regresji 23/28



Regresja logistyczna

>z

[1] nie zyje nie zyje zyje zyje nie zyje zyje zyje zyje ....
Levels: zyje nie zyje

> x

[1] 4.405359 4.002627 2.417993 2.492061 4.244590 2.798724 ....

> modelRL <- glm(z~x, family="binomial")
> summary (modelRL)

Call:
glm(formula = z ~ x, family = "binomial")
Deviance Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-1.37241 -0.24212 -0.03202 0.01613 1.92766
Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|zl|)
(Intercept) -21.604 11.221  -1.925 0.0542 .
y 7.342 3.872 1.896 0.0579 .
Signif. codes: 0 ‘**%x’ 0.001 ‘*x’> 0.01 ‘%’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’> 1
(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 26.920 on 19 degrees of freedom



Kocowy model regresji logistycznej?

Na podstawie tych wynikéw, mozemy podaé jawna posta¢ modelu.

Pr(z =' nie zyje’) =

exp(7.3 x x — 21.6)

1+ exp(7.3 x x — 21.6)

losc inhibitira [mg]

m

T
2je
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Regresja wieloraka / wieloczynnikowa

Do tech chwili méwiliSmy o zaleznoscia pomiedzy parg zmiennych,
ale zmiennych objasniajacych moze by¢ wiecej.

Gdy wiemy, ze na jaka$ ceche wptywa wiele parametréw i te
parametry mozemy kontrolowaé, wtedy mozemy zbudowa¢ model
uwzgledniajacy wszystkie parametry.

Przyktadowo na obfito$¢ plonéw moze wptywaé nastonecznienie,
wilgotnos¢, stopien nawozenia. Zamiast budowaé model dla kazdej
z tych zmiennych osobno, mozemy zbudowaé jeden model
catosciowo uwzgledniajacy wptyw tych zmiennych.
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Regresja logistyczna

> modelPP <- 1lm(cena~powierzchnia+pokoi, data = mieszkania)
> summary(modelPP) wysSwietlamy podsumowanie modelu liniowego

Call:
Im(formula = cena ~ powierzchnia + pokoi, data = mieszkania)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-39705.0 -9386.1 -863.5 9454.3 35097.5
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept)  82407.1 2569.9 32.066 <2e-16 ***
powierzchnia  2070.9 149.2 13.883 <2e-16 **x
pokoi 840.1 2765.1 -0.304 0.762

Signif. codes: 0 ‘**x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘%’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’> 1
Residual standard error: 14110 on 197 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.8937, Adjusted R-squared: 0.8926
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Co trzeba zapamietac?

o Jakie wiasciwosci moga maja estymatory, jakimi kryteriami
kierowac sie przy wyborze estymatora?

o Jak na ocene korelacji wptywa niespetnienie jej zatozen i co
robi¢ gdy zmienne nie maja rozktadu normalnego lub
zalezno$¢ nie jest zaleznoscia liniowa.

o Jakie rodzaje regresji poznaliSmy, od czego zalezy ktére
metody regresji bedziemy stosowac?
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