Statystyka w analizie i planowaniu eksperymentu
Wyktad 5

Testowanie wartosci $rednich

Przemystaw Biecek

Dla 1 roku studentéw Biotechnologii




o Za tydzien (16 kwiecien) bedzie wejsciéwka z podstawowych
poje¢ dotyczacych testowania,

o Za dwa tygodnie (23 kwiecien) bedzie kolokwium z materiatu
poznanego do 17 kwietnia (podstawy rachunku

prawdopodobienstwa, statystyki opisowe, podstawy
testowania).
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Testy o ktorych bedziemy moéwic dzisiaj

Beda nas interesowaty testy dotyczace wartosci sredniej w dwdch
lub wiecej podpopulacjach. Przyjmujemy zatozenie, ze
obserwowane wartosci zgodne s3 z rozktadem normalnym.

o Analiza dla dwéch grup

o test t-Studenta dla dwéch grup
o test t-Studenta dla dwdch grup o réznej wariancji
o test t-Studenta dla zmiennych sparowanych

o Analiza wigkszej liczby grup (jednokierunkowa analiza
wariancji)
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Wykonali$my dwie serie pomiaréw.
W pierwszej serii wykonano n; pomiaréw, ktére bedziemy oznaczac

X1y eeey Xny -
W drugiej serii wykonano n, pomiaréw, ktére bedziemy oznaczaé
Yi, oo Y.

Przyjmujemy, ze wartosci X; ~ N(u1,0%), oraz Y; ~ N(p2,03).
Przyjmujemy réwniez (o ile nie zaznaczymy, ze jest inaczej), ze
zaréwno zmienne X; jak i Y; sa niezalezne.
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Hipoteza zerowa i alternatywna

W wymienionych ponizej testach, interesujaca nas hipoteza zerowa
bedzie dotyczyta réwnosci $rednich w obu grupach

Ho : pux = py.

Za alternatywe, podobnie jak dla jednej grupy, mozemy wybraé
jedna z trzech hipotez
o dwustronna
Ha1 @ pix # py
@ jednostronna
Haz @ pix > py

HA3 Cpx < Hy
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Jak to ugryz¢?

Mamy dwie préby, srednie to odpowiednio 10 i 12.
Czy to istotna statystycznie réznica?
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Dwie proby o znanej wariancji

Jezeli wariancje w obu grupach s3 znane, to za statystyke testowa

wybieramy
7 2
YERE
Przy prawdziwej hipotezie zerowej, ta statystyka ma rozktad
normalny N(0,1).
Ten test, nazywany jest tez testem U.

T =
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Przyktad

WykonaliS§my pomiary stezenia globulin w osoczu w dwéch grupach
pacjentéw. Przyjmujemy, ze wariancja pomiaru w pierwszej grupie
wynosi 20° a w drugiej grupie 30°.

Otrzymane pomiary to

X = (87,88,55,122,105, 63, 82,95, 96, 97)
Y = (55,97, 106, 95,135, 67,104, 130)
Wyznaczamy
X =89
Y =098.625
_ _89-98625  _ (779

1/202/10+302/8
Dla dwustronnej alternatywy, odpowiadajaca temu wynikowi
p-wartos¢ wynosi p = 0.42.
A obszar przyjecia dla a = 0.05 to

B¢ = (—1.96,1.96).
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Dwie proby o nie znanej ale réwnej wariancji

Jezeli wariancje w obu grupach s3 réwne (af = a% ale nie s3

znane, to za statystyke testowa wybieramy
X-Y
\/(n1—1)512+(n2—1)522 <l 4 l)
ni+ny—2 ni na

Przy prawdziwe] hipotezie zerowej, ta statystyka ma rozktad
t-Studenta o n; + ny — 2 stopniach swobody.

T =
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Przyktad

WykonaliS§my pomiary absorpcji prébéwek zawierajacych dwie
nieznane substancje. Interesuje nas weryfikacja hipotezy, ze
absorpcja obu substancji jest sobie réwna.

Otrzymane pomiary to

X = (0.48,0.57,0.46,0.46, 0.55,0.77, 0.64, 0.56, 0.55, 0.43)
Y = (0.63,0.68,0.60,0.52,0.71,0.54, 0.63, 0.63, 0.84)

Wyznaczamy

X =0.547 Y =0.642
S? =0.01027 S? =0.00909

_ —0.0952 _
ro= 1/0.1651/17%(1/10+1/9) 218

Dla dwustronnej alternatywy, odpowiadajaca temu wynikowi
p-wartos¢ wynosi p = 0.0507.
A obszar przyjecia dla a = 0.05 to

B¢ = (—2.1098,2.1098).



Dwie proby o nie znanej ale réznej wariancji

Jezeli wariancje w obu grupach s3 rézne i nie s3 znane (a% =£ a%),
to za statystyke testowa wybieramy

Kwantyle rozktadu statystyki testowej przy prawdziwej hipotezie
zerowej wyznacza sie ze wzoru

Wi tn, —1(x) + watn,—1(x)
wi + wp

q(x, n, np) =

)

2 2
gdzie wy = % Wy = ‘:—i a tx(x) to kwantyl rozktadu t-Studenta o

k stopniach swobody w punkcie x.
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Przyktad

Wykorzystajmy dane z poprzedniego przykfadu, przyjmiemy teraz
jednak, ze wariancje niekoniecznie s3 réwne
Wyznaczamy

X =0.547 Y =0.642
S2 =0.01027 S? =0.00909
wi = 0.0010267 w, = 0.0010105
T = -2.1097

Wyznaczamy obszar przyjecia dla @ = 0.05 to

q(00257 10, 9) — —2.228%wq1+—2.262%xw»o — —D.245

wi+wp

(0.975,10,9) = 2.245
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Proby sparowane (zalezne)

Jezeli pomiary dotycza tych samych obiektéw ale w réznych
warunkach i interesuje nas weryfikacja hipotezy, czy $rednia
wartos¢ badanej cechy pozostata niezmieniona, nalezy zastosowac
test dla danych sparowanych.

W tym przypadku, za statystyke testowg wybieramy

Z

T=§

Vn

gdzie Z; = X; — Y; oznacza réznica elementéw w parze.
Przy prawdziwe]j hipotezie zerowej, statystyka ta ma rozktad
t-Studenta o n — 1 stopniach swobody (tutaj n = ny = ny).
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Przyktad

W prébdéwkach mamy prébki nieznanej mieszaniny, chcemy
sprawdzi¢, czy zmieni sie absorpcja jezeli tg mieszanine
podgrzejemy.

Otrzymaliémy nastepujace pomiary

X = (0.48,0.57,0.46,0.46, 0.55,0.77, 0.64, 0.56, 0.55)
Y = (0.63,0.68,0.60,0.52,0.71,0.54, 0.63, 0.63, 0.84)

Wyznaczamy
Z = (—0.15,-0.11,—-0.14,—-0.06, —0.16,0.23,0.01, —0.07, —0.29)
Z = -0.082
S2 =0.0206 S; =0.1434
T =-1.720

Dla dwustronnej alternatywy, odpowiadajaca temu wynikowi
p-wartos$¢ wynosi p = 0.119.
A obszar przyjecia dla o = 0.05 to

BC = (—2.262,2.262).



Proby o duzej liczebnosci

Rozktad t-Studenta wraz z wzrostem liczby stopni swobody zbiega
do rozktadu normalnego.

Z tego powodu, dla duzych liczebnosci proby (n > 50) mozna
zamiast kwantyli rozktadu t, wykorzystywac kwantyle rozktadu
normalnego A/(0, 1).

Taki test, nazywany jest tez testem z.
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Jak to zrobi¢ w pakiecie R?

W pakiecie R test na réwnos¢ srednich mozna wykonaé funkcja

t.test(x, y, alternative = c(""two.sided”, "less”,
paired = FALSE, var.equal = FALSE)

greater"),

o argument x okresla pierwszy wektor obserwacji,
o argument y okresla drugi wektor obserwacji,

o argument alternative okresla jaka hipoteza alternatywna jest
testowana,

o argument paired okresla czy obserwacje sa sparowane, czy nie,

o argument var.equal okresla czy wariancje s3 réwne w obu
grupach.
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Jak to zrobi¢ w pakiecie R?

> y = round(100*rnorm(10) + 320)

> x = round (100*rnorm(10) + 220)

> X

[1] 350 287 393 69 98 276 238 121 315 276
>y

[1] 334 253 339 313 364 292 302 409 351 476
>

> t.test(x, y)

Welch Two Sample t-test

data: x and y

t = -2.513, df = 14.334, p-value = 0.0245

alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O

95 percent confidence interval:
-187.01365 -14.98635

sample estimates:

mean of x mean of y

242.3 343.3
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Jak to zrobi¢ w pakiecie R?

> t.test(x, y, alternative="less")

Welch Two Sample t-test

data: x and y

t = -2.5613, df = 14.334, p-value = 0.01225

alternative hypothesis: true difference in means is less than O
95 percent confidence interval:

-Inf -30.32708

sample estimates:

mean of x mean of y

242.3 343.3
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Jak to zrobi¢ w pakiecie R?

> t.test(x, y, paired=TRUE)

Paired t-test

data: x and y

t = -2.3865, df = 9, p-value = 0.04079

alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O

95 percent confidence interval:
-196.738525 -5.261475

sample estimates:

mean of the differences

-101
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Jak to zrobi¢ w pakiecie R?

> t.test(x, y, paired=TRUE, alternative="less")

Paired t-test

data: x and y

t = -2.3865, df = 9, p-value = 0.02040

alternative hypothesis: true difference in means is less than O
95 percent confidence interval:

-Inf -23.41939

sample estimates:

mean of the differences

-101
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Analiza wariancji jednokierunkowa, notacja

Przypusémy, ze interesuje nas wieksza (niz dwie) liczba
podpopulacji. Aby poréwnac $rednie w kilku grupach, mozna
przeprowadzi¢ analize wariangji.

Wykonalismy k serii pomiaréw. W serii i wykonalismy n;
pomiaréw. Pomiary w serii i oznaczamy przez Xli, ...,X,’;I,.
Przyjmujemy, ze wartosci XJ’ ~ N (i, 0?) (wariancje sa réwne!!!)

oraz, ze zmienne XJ’ sg niezalezne.
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Analiza wariancji jednokierunkowa

Interesujaca nas hipoteza zerowa jest postaci

HO:M1:M2:~~-:Mk

a hipoteza alternatywna jest

Ha : 3ijpi # -
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Analiza wariancji

Statystyka testowa w analizie wariancji jest

F_ SSA/(k—1)
N SSE/(n— k)
gdzie n=> . nj,
k k n;
SSA=n> (7. —y.)% SSE=>_> (vj—yi)
i=1 i=1 j=1

Dla prawdziwej hipotezy zerowej, ta statystyka testowa ma rozktad
F Snedecora z k — 1 i n — k stopniami swobody.

Jezeli odrzucimy hipoteze zerowa, a wiec przyjmiemy, ze
przynajmniej dwie Srednie sie r6znia, to powinniSmy wykonaé
kolejny krok, okreslajacy ktére zmienne sie réznig. W tym celu
wykonuje sie testy post-hoc.
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Przyktad

Aby przyktad zapadat w pamieé bedzie on dotyczyt pieniedzy.

> summary(mieszkania)

cena pokoi powierzchnia dzielnica

Min. : 83280 Min. :1.00 Min. :17.00 Biskupin :65
Mean :175934 Mean :2.55 Mean :46.20

Max. :295762 Max. :4.00 Max. :87.70
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Przyktad
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Przyktad

Interesuje nas weryfikacja hipotezy, czy $rednie ceny mieszkan, w
réznych dzielnicach, sg réwne.

> (al = anova(lm(cena dzielnica, data = mieszkania)))
Analysis of Variance Table

Response: cena

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

dzielnica 2 1.7995e+10 8.9977e+09 5.0456 0.007294 *x
Residuals 197 3.5130e+11 1.7833e+09

Signif. codes: 0 ‘**%x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘%’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’> 1
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Co trzeba zapamigtac?

o Jakie zatozenia musza by¢ spetnione, by méc wykonywac testy
omoéwione na tym wyktadzie?

Ktére testy mozna wykorzystywaé gdy wariancje sg znane?
Ktére testy mozna wykorzystywaé gdy wariancje sg nieznane?

Ktére testy mozna wykorzystywaé gdy wariancje sg réwne?

e 6 o o

Na czym polega réznica pomiedzy grupami sparowanymi a
niesparowanymi?
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