Statystyka w analizie i planowaniu eksperymentu
Wyktad 4

Podstawy testowania,
test t-Studenta

Przemystaw Biecek

Dla 1 roku studentéw Biotechnologii




Przyktad wprowadzajacy

Czy srednia liczba punktéw ze statystyki dla losowo wybranego
studenta jest réwna 67

Liczba punktéw ze statystyki dla 10 losowo wybranych studentéw
to odpowiednio:

5, 10, 6, 7, 6, 8, 8, 9, 7, 5.

Srednia z tych liczb to 7.1, jak odpowiedzie¢ na pytanie?
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Model eksperymentu (mechanizmu) losowego

o Obserwujemy niezalezne realizacje pewnej zmiennej losowej
0 nieznanym nam rozktadzie.

o Zaktadamy, ze nieznany rozktad nalezy do pewnej rodziny

rozktadéw indeksowanych parametrem 6y nalezacym do zbioru
O.

o Formutujemy pytanie (hipoteze) w terminach podzbioru ©g
zbioru ©.
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Hipotezy formutujemy parami. Pytanie dotyczace podzbioru ©g

nazywamy hipoteza zerowa. Jednoczesnie formutujemy hipoteze
alternatywng, przeciwstawna (bedaca dopetnieniem) do hipotezy
Zerowe;.

Hipoteza zerowa
Hipoteza zerowa nazywamy przypuszczenie, ze € ©y.

Hipoteza alternatywna

Hipoteza alternatywna nazywamy przypuszczenie, ze 0 ¢ ©.

Podstawy rachunku prawdopodobieristwa 4/21



Przyktad kontynuacja

Interesuje nas liczba punktéw ze statystyki zdobytych przez
studentéw. Zaktadamy (np. na bazie obserwacji z poprzednich lat),
ze liczba punktéw zdobytych przez studenta opisa¢ mozna zmienng
losowa o rozktadzie normalnym z wariancja 4.
W tej bajce:
o Eksperyment losowy: napisanie kolokwiéw przez studenta,
podliczenie punktéw,
o Za rodzine rozktadéw przyjmujemy rodzine rozktadéw
normalnych N (u,22), gdzie u € R,
o Za zbiér ©¢ przyjmujemy jednoelementowy zbiér {6}.

Hipoteze zerowa i alternatywna opisujemy
Ho o m = 6,

Ha: up#6.
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Test statystyczny

Testem statystycznym nazywamy regute, ktéra okresla, dla jakich
wynikéw eksperymentu x € X nalezy podja¢ decyzje o przyjeciu
Hp, a dla jakich o odrzuceniu Hp i przyjeciu Hp.

Reguta ta najczesciej przedstawiana jest w terminach statystyki
testowej, czyli pewnej funkcji proby.
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Nomenklatura

Test statystyczny dzieli przestrzen X na dwa roztaczne podzbiory:
obszar odrzucenia hipotezy zerowej (obszar krytyczny) B C X oraz
jego dopetnienie, czyli obszar przyjecia hipotezy zerowej B€.
Obszary te mozemy opisa¢ w terminach statystyki testowej
T:X—>R

B={xeX:T(x)>c},

B¢ ={xe X : T(x)<c}.

Wartos$¢ ¢ nazywamy wartoscig krytyczna.
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Przyktad testu

W naszym przyktadzie dotyczacym studentéw i ich ocen za
statystyke testowg przyjmijmy Srednig z préby.

1 n
TX) =~ Z Xi,
i=1
Za test statystyczny mozemy przyjaé nastepujaca regute:

o przyjmij hipoteze zerowa gdy 5 < T(X) <7,
o odrzu¢ hipoteze zerowa gdy T(X) <5 lub T(X) > 7.
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Wynik testowania

Bardzo Wazna Tabelka

Decyzja
Stan faktyczny przyjaé¢ Hop odrzuci¢ Hyp
P(x) =0 P(x) =1
Hop prawdziwa | decyzja poprawna btad | rodzaju
Hp fatszywa btad Il rodzaju decyzja poprawna
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Btedy w testowaniu

o Btad | rodzaju popetniamy popetniamy jezeli odrzucamy
hipoteze zerowa, gdy jest ona prawdziwa.

o Btad Il rodzaju popetniamy jezeli nie odrzucamy hipotezy
zerowej gdy jest ona fatszywa.

Prawdopodobienstwo popetniania btedu | rodzaju wynosi

Pr(popetnimy btad | rodzaju) = Py,(B).
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Przyktad testu

Wyznaczmy prawdopodobienstwo popetnienia btedu | rodzaju.
Dla prawdziwej hipotezy zerowej

Xi ~ N(6,22).

Rozktad sumy dla wynikéw 10 studentéw to

10
> Xi ~ N (60,10 % 2%).

i=1

Rozktad Sredniej dla wynikéw 10 studentéw to

1 10 22
T(X) = o > X~ NS, 1—0).
i=1
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Przyktad testu

Przyjety obszar krytyczny to B = [—00,5) U (7, 00).
A wiec prawdopodobienstwo popetnienia btedu pierwszego rodzaju
WYynosi

'Dr( T(X) € B) = ¢u:6,02=0.4(5) +1- c'),u:6,¢72=0.4(7)
= 0.05692315 + 0.05692315
~0.114
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Nasz przyktad

Jakie przyja¢ c, aby prawdopodobienstwo popetnienia btedu |
rodzaju wynosito 5%?

Pr(6 —c < T(X)<6+c)=0.05
Nalezy wybra¢ odpowiednie kwantyle rozktadu normalnego.
Pr(4.760 > T(X)) = 0.025

wiec ¢ = 1.24.
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Nasz przyktad

Jakie przyjac¢ c, tak, zeby prawdopodobienstwo popetnienia btedu |
rodzaju wynosito 1%7?

Pr(6 —c < T(X)<6+c)=0.01
Nalezy wybra¢ odpowiednie kwantyle rozktadu normalnego.
Pr(4.370 > T(X)) = 0.005

wiec ¢ = 1.63.
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Poziom istotnosci

Poziom istotnosci

Podczas testowania musimy okresli¢ poziom istotnosci, czyli
maksymalne prawdopodobienstwo popetnienia btedu pierwszego
rodzaju w sytuacji gdy testowana hipoteza zerowa okaze sie by¢
prawdziwa.

Podajac wyniki testowania, nalezy wskaza¢, dla jakiego poziomu
istotnosci, te wyniki zostaty otrzymane.
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Dwustronna czy jednostronna?

Dla ustalonej hipotezy zerowej, mozemy w rézny sposdb okreslaé
hipotezy alternatywne.

o Dwaustronna hipoteza alternatywna
Ha: p#6,
B={xe X :|T(x)|>c},
o Jednostronna, lewostronna hipoteza alternatywna
Ha: p<6,
B={xeX:T(x)<c},
o Jednostronna, prawostronna hipoteza alternatywna
Ha: p>06,
B={xeX: T(x)>c},



P-wartosé¢

P-warto$¢ (ang. p—value) jest réwna najmniejszemu poziomowi
istotnosci, na ktérym dla wyniku x odrzuca sie hipoteze Hy

p(x) =1 — Fo(T(x)).

Dla zaobserwowanej $redniej 7.1 p-warto$¢ wynosi
o p(x) = 0.082 w przypadku alternatywy dwustronne;j,

o p(x) = 0.041 w przypadku alternatywy jednostronnej,
prawostronnej,

o p(x) = 0.959 w przypadku alternatywy jednostronnej,
lewostronnej.
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Wazne

o W procedurze testowania nigdy nie mozemy udowodni¢
prawdziwosci HO — mozemy ja jedynie odrzucic.

o Orzeczenie nieistotnosci wyniku nie oznacza akceptacji HO,
lecz jedynie jej nieodrzucenie w danej sytuacji.

o Jezeli nie mamy podstaw do zaprzeczenia HO, to nie moze by¢
ona odrzucona, ale nie oznacza to, ze jest prawdziwa.
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Gdy wariancja jest znana

Do testowania warto$ci $redniej w podpopulacji, w sytuacji gdy
wariancja jest znana wykorzystuje sie test oparty na statystyce
testowej

T(x) = ZZHo ;“" NG

Przy prawdziwej hipotezie zerowej statystyka ta ma rozktad
N(0,1). Obszary krytyczne wyznacza sie ze wzoréw

o dla dwustronnej hipotezy alternatywnej
W = (—OO, qa/2] U [ql—a/27 OO)
o dla lewostronnej hipotezy alternatywne;j

Wa = (_007 th]
o dla prawostronnej hipotezy alternatywnej
Wa = [ql—aa OO)
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Gdy wariancja jest nie znana

Do testowania wartosci Sredniej w podpopulacji, w sytuacji gdy
wariancja jest nieznana wykorzystuje sie test t-Studenta oparty na
statystyce testowe]

X — o
n.
g F
Przy prawdziwe] hipotezie zerowej statystyka ta ma rozktad

t-Studenta o n — 1 stopniach swobody. Obszary krytyczne
wyznacza sie ze wzoréw

T(X) =

o dla dwustronnej hipotezy alternatywnej

Wa = (=00, t] 51U [t~} 1, 00)

o dla lewostronnej hipotezy alternatywne;j
W, = (—oo, t11

o dla prawostronnej hipotezy alternatywnej
W, = [t~} 0).

1—a

Podstawy rachunku prawdopodobieristwa 20/21



Co trzeba zapamietac?

o Co to jest test statystyczny i statystyka testowa?

@ Czym rézni sie hipoteza zerowa od hipotezy alternatywnej?

©

Jakie rodzaje hipotez alternatywnych formutuje sie
najczesciej?

Co to poziom istotnosci?

Jakie btedy mozna popetni¢ podczas testowania?

Co to obszar krytyczny?

© 6 o o

Jakie dwa testy poznaliSmy i czym one si¢ r6znig?
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