Statystyka w analizie i planowaniu eksperymentu
Wyktad 10

Podsumowanie przerobionego materiatu

Przemystaw Biecek

Dla 1 roku studentéw Biotechnologii




Prosze na kartce napisac:
Q Imieg, nazwisko,
Q Nr. indeksu.
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6 VI oddanie wejsciéwki.
11 VI drugie kolokwium.
11 VI termin oddawania raportéw z badan wtasnych wiasnych.

18 VI wpis dla oséb o jasnej sytuacji.

© 6 6 o o

18 VI prezentacja najciekawszych raportéw dotyczacych badan
wiasnych.
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Podsumowanie

o Estymacja

statystyki podstawowe,

przedziaty ufnosci i btad standardowy,
wspdtczynniki korelacji,

model regresji.

o Testowanie

testy zgodnodci: test K-S, x?,

test dla warto$ci odstajacych: test Grubbsa, Dixona.

testy dla parametréw skali,

testy dla parametréw potozenia: t-studenta, Wilcoxona, test
proporcji,

testy niezaleznosci: test dla wspétczynnika korelacji, test x?,

o inne testy.
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Statystyki podstawowe

Srednia w prébie
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Przedziaty ufnosci i btad standardowy

Przedziat ufnosci to przedziat, w ktérym z okreslonym
prawdopodobienstwem znajduje sie prawdziwa wartos¢ parametru z
préby.

Jezeli obserwacje pochodza z rozktadu normalnego X ~ N (u, 0?),
to wiadomo, ze

X ~ N (0 /N).
Przedziat ufnosci dla $redniej mozna wyznaczy¢ ze wzoru
Sx Sx
€959 X—|— X—l—
1 €g59% (X + qo. 025" 7 q0.975 \/N)

Btad standardowy dla Sredniej wyznaczamy jako Sx/\/ﬁ.
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Wspotczynnik korelacji Pearsona

Kowariancje pomiedzy dwiema zmiennymi wyznaczy¢ mozna ze

wzoru
N

Cov(X,Y) = (Xi=X)(Y; - V).
i=1
Korelacje Pearsona pomiedzy dwiema zmiennymi wyznaczyé
mozna ze wzoru

COI’(X Y ZI l(X X)(Y Y)
\/ZI 1 X X \/ZI 1(Y Y)2
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Wspotczynnik korelacji Spearmana

Wspotczynnik korelacji Spearmana mozna wyznaczy¢ zamieniajac
wartosci na rangi.

Corspearmana(Xa Y) = COI‘(I‘(X), r( Y))a

Gdzie r(X;) odpowiada randze obserwacji X; w uporzadkowanej
prébie, czyli

N
r(xi) = ZX,' > Xj.
j=1
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Model regresji

Model regresji prostej, jest postaci:

y:60+5lx+€7

gdzie y to zmienna objasniana, x zmienna objasniajaca a ¢ to
zaktécenie losowe.

Posta¢ modelu jest liniowa, a zaktdcenia € sg niezalezne, maja
rozktad normalny, Srednia 0 i stata wariancje.

Oceny tych wspdtczynnikéw mozemy wyznaczy¢ ze wzordw

B, = 2ili = X)i—y) _ cov(x,y)
Yoi(xi — x)? var(x) ’

~ A

Bo =y — B1x.
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Dopasowanie modelu

Do oceny dopasowania wykorzystywany jest wspotczynnik R?,
nazywany wspdtczynnikiem determinacji.
Przedstawia on procent wariancji wyjasnionej przez model

D S s
SR 3 (-

Wysoka warto$¢ tego wspétczynnika (bliska 1) oznacza, ze uzyty
model dobrze i wyczerpujaco wyjasnia zmienno$¢ w danych.
Niska warto$¢ tego wspétczynnika (bliska 0) oznacza, ze uzyty
model wyjasnia niewielki fragment catej zmiennosci.
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Testowanie

Testowanie to bardzo szeroka dziedzina, testy ktére poznaliSmy to
jedynie pakiet podstawowy. Wiekszos$¢ hipotez dotyczy réwnosci
pewnych parametréw.
Ho . 0)( = ey.
Za alternatywe, najczesciej wybiera sie jedna z trzech hipotez
o alternatywa dwustronna
HAl : 0X 7£ Hya
o alternatywa jednostronna
Hpo : 0 > 9y,
Hasz : 05 < 0,.

Dla danych obserwacji przeprowadzi¢ test mozna bazujac na
wartosci statystyki testowej, lub p-wartosci.

P-warto$¢ (ang. p—value) jest réwna najmniejszemu poziomowi
istotnosci, na ktérym dla wyniku X odrzuca sie hipoteze Hy.
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Testy dla parametréw skali, test F

Do testowania hipotezy
Ho : 02 = 03

gdzie a,-2 to wariancja w grupie /, wykorzystuje sie test oparty o

statystyke testowa
2

T(X)=3
(wieksza wariancje zawsze wpisujemy do licznika).
Przy prawdziwej hipotezie zerowej statystyka ta ma rozktad
normalny F(n; — 1, no — 1). Obszary krytyczne wyznacza sie ze
wzordéw

o dla dwustronnej hipotezy alternatywnej !!!

“1m-1
W = [fln_la/znz 700)

o dla jednostronnej hipotezy alternatywnej
Wo = [, 7", 00).
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Testy dla parametréw pofozenia

Jest wiele testow do testowania Srednich. Aby wybraé wiasciwy
nalezy odpowiedzie¢ sobie na pytania:

@ Czy zmienne maja rozktad normalny czy nie?

o Czy poréwnywana jest $rednia z zadang staty, czy
poréwnywane s3 dwie Srednie?

o Czy dane s3 sparowane (zwigzane) czy nie?

o Czy wariancja w grupach jest znana znana czy nie?

o Czy wariancje s3 takie same czy s3 rézne?
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Test t-Studenta, gdy wariancja jest znana

Do testowania wartosci Sredniej w podpopulacji, w sytuacji gdy
wariancja jest znana wykorzystuje sie test oparty na statystyce

testowej
X —
T(X)= 2" /n.
o
Przy prawdziwe] hipotezie zerowej statystyka ta ma rozktad
N(0,1).
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Test t-Studenta, gdy wariancja jest nie znana

Do testowania wartosci Sredniej w podpopulacji, w sytuacji gdy
wariancja jest nieznana wykorzystuje sie test t-Studenta oparty na
statystyce testowe]

T(X) = X;“"ﬁ.

Przy prawdziwe] hipotezie zerowej statystyka ta ma rozktad
t-Studenta o n — 1 stopniach swobody.
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Test t-Studenta, dwie préby o znanej wariancji

Jezeli wariancje w obu grupach s3 znane, to za statystyke testowa

wybieramy
7 2
YERE
Przy prawdziwej hipotezie zerowej, ta statystyka ma rozktad
normalny N(0,1).
Ten test, nazywany jest testem U.

T =
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lest t-Studenta, dwie préby o nie znanej ale rownej

wariancji

Jezeli wariancje w obu grupach sa réwne (03 = 03) ale nie sa
znane, to za statystyke testowg wybieramy

X-Y
(m-1)S+(m-1)S3 (1 , 1)
\/ im0 ()

Przy prawdziwej hipotezie zerowej, ta statystyka ma rozktad
t-Studenta o n; + ny — 2 stopniach swobody.

T =
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Test t-Studenta, dwie préby o nie znanej ale rézne;

wariancji

Jezeli wariancje w obu grupach sa rézne i nie s znane (03 # 03),
to za statystyke testowa wybieramy

Kwantyle rozktadu statystyki testowej przy prawdziwe] hipotezie
Zerowej wyznacza sie ze wzoru

witn, —1(x) + watp, _1(x)
w1 + w2

Q(X, ny, n2) =

)

2 2
gdzie wy = % wy = ‘:—2 a tx(x) to kwantyl rozktadu t-Studenta o

k stopniach swobody w punkcie x.
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Test t-Studenta, proby sparowane (zalezne)

Jezeli dwie serie pomiarowe dotycza tych samych obiektéw, a wiec
wartosci pomiaréw sg zalezne, nalezy zastosowa¢ test dla danych
sparowanych.

Za statystyke testowa wybieramy

Z

ng

vn

gdzie Z; = X; — Y; oznacza réznica elementéw w parze.
Przy prawdziwej hipotezie zerowej, statystyka ta ma rozktad
t-Studenta o n — 1 stopniach swobody.

Podsumowanie materiafu 20/34



Proby o duzej liczebnosci

Rozktad t-Studenta wraz z wzrostem liczby stopni swobody zbiega
do rozktadu normalnego.

Z tego powodu, dla duzych liczebnosci proby (n > 50) mozna
zamiast kwantyli rozktadu t, wykorzystywac kwantyle rozktadu
normalnego A/(0, 1).

Taki test, nazywany jest testem z.
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Test dla proporcji - duze préby

W duzych prébach rozktad czestosci przyblizyé mozna rozktadem
normalnym. Do testowania hipotezy

Ho: p=po

gdzie pp zadana wartos¢, wykorzystaé mozna test oparty na
statystyce testowe]

P—Po
Vpo(1 — po)n’
Przy prawdziwej hipotezie zerowej statystyka ta ma rozktad
normalny N(0,1). Obszary krytyczne wyznacza sie ze wzoréw
o dla dwustronnej hipotezy alternatywnej
Wo = (—00, g y2] U [q1-a/2, 00),
o dla lewostronnej hipotezy alternatywne;j

T(X)=n

Wa = (—OO, qa]7
o dla prawostronnej hipotezy alternatywnej
Wa = [ql—ou OO)
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Test dla proporcji - duze préby

W duzych prébach rozktad czestosci przyblizyé mozna rozktadem
normalnym. Do testowania hipotezy

Ho : p1 = p2,
wykorzysta¢ mozna test oparty na statystyce testowej
p1L— P2
\/Pl(l_Pl) 4+ 2(1-p)

m mn

T1i(X) =

lub
— P2

To(X) = P1 :
P+ 2)

Przy prawdziwej hipotezie zerowej statystyka ta ma rozktad
normalny N'(0,1). Obszary krytyczne wyznacza sie jak dla testu
dla jednej préby.
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Test Wilcoxona

Nieparametryczny odpowiednik testu t Studenta.
W wersji sparowanej hipoteza zerowa ma postac

HO o medy_x =0

gdzie medy_x to mediana réznic d; = Y; — X;. Do testowania
wykorzystuje sie statystyke testowa

S =min(WH, W")

gdzie
Wt =3 r(d), W => r(d)

d;>0 d;<0

a r(d;) to ranga wartosci d; wyznaczona wektorze wartosci
bezwzglednych |d;].
Dla duzych préb (n > 20) statystyke S mozna przyblizy¢
n(n+1) n(n+1)(2n+1)
24 :

rozktadem normalnym o sredniej ——— i wariancji
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Test U Wilcoxona-Manna-Whitneya

Nieparametryczny odpowiednik testu t Studenta.
Hipoteza zerowa ma postaé

H() . 9)( = 9y
gdzie Ox to mediana dla populacji X a 0y dla Y.

Do testowania wykorzystuje sie statystyke testowa

n.m

U::§:§:1&<W

i=1 j=1

Dla duzych préb (n > 20) statystyke U mozna przyblizy¢

rozktadem normalnym o $redniej "2 i wariancji %
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Nieparametryczny odpowiednik testu t Studenta.
Hipoteza zerowa ma postaé

Ho : medx =0

gdzie medy to mediana dla populacji X a 6 t pewna liczba.
Do testowania wykorzystuje sie statystyke testowa

N
B = ZX,' > 9,
=S

czyli liczbe przypadkéw wiekszych od 6. Dla prawdziwej hipotezy
zerowej, ta statystyka ma rozktad dwumianowy B(N,0.5).

Dla duzych préb (n > 20) statystyke B mozna przyblizy¢
rozktadem normalnym o $redniej N/2 i wariancji N/4.
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Testy zgodnosci, x?

Do testowania hipotezy
Ho: X ~F

wykorzystuje sie test oparty o statystyke testowa

Z (O E Z (n, — E)
gdzie
k
Ei = pi Z njj.
i=1

Przy prawdziwe] hipotezie zerowej statystyka ta ma rozktad X%k—l)
ze (k — 1) stopniami swobody.
Obszary krytyczne wyznacza sie ze wzoru

k—
Wa — X27( 1)

-« 700)'
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Test zgodnosci, test Kotomogorova-Smirnova

Do testowania hipotezy
Ho: X ~F
wykorzystuje sie test oparty o statystyke testowa

Dn = sup |Fa(x) = F(x)|

gdzie F,(x) to dystrybuanta empiryczna zadana wzorem

F(X ZIX<X

VD, "= sup |B(F(0)

Kwantyli rozktadu tej statystyki testowej najlepiej szukaé
w tablicach.
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Test dla wartosci odstajacych, Test Grubbsa

Do testowania hipotezy
Hp : brak obserwacji odstajacych

przy dwustronnej alternatywie wykorzysta¢ mozna test oparty na
statystyce testowe]

max | X; — X|
Sx ’
Warto$¢ krytyczna dla tego testu wyznacza sie ze wzoru

T(X) =

N-—1 ti/(2N),N—2
VN N—2+ tgz/(2N),N—2

Co =

gdzie t,/on) n—2 to kwantyl rzedu 1 — a/(2N) rozktadu
t-Studenta o N-2 stopniach swobody.
Dla jednostronnej alternatywy, wykorzystuje sie kwantyl rzedu

to/N,N—2-
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Testy niezaleznoéci, test x>

Do testowania hipotezy
Hp : X niezalezne od Y

wykorzystuje sie test oparty o statystyke testowa

ESRLTLEN S L

gdzie
il i Y0y i
Zf'(:l JP=1 nij '
Przy prawdziwej hipotezie zerowej statystyka ta ma rozktad

X(k 1)(p—1) ze (k — 1)(p — 1) stopniami swobody.
Obszary krytyczne wyznacza sie ze wzoru

Ej =

W = (D0, o)
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‘Testy niezaleznosci oparty na wspotczynniku korelacji

Pearsona

Do testowania hipotezy
Ho : X niezalezne od Y, px y =0

wykorzystuje sie test oparty o transformacje Fishera
1 1+p
f(p)==In{——).
(=30 (12

Przyjmuje sie, ze zmienna f(p) ma w przyblizeniu rozktad
normalny o wariancji 1/(N — 3).
Do testowania wartosci korelacji za statystyke testowa przyjmuje sie

, — F(2) — f(po)
1/(N=3)

ta statystyka testowa ma asymptotyczny rozktad normalny.



Test McNemara

Do testowania hipotezy
Hp : b wystepuje réwnie czesto jak ¢
wykorzystuje sie test oparty o statystyke testowa

(b—c)

T =
b+ c

Przy prawdziwe] hipotezie zerowej statystyka ta ma rozktad X%
z 1 stopniem swobody.
Obszary krytyczne wyznacza sie ze wzoru

a_[Xl a? )
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Inne testy, testy dla wspotczynnikéw w modelu regres;ji

W modelu regresji liniowej mozemy weryfikowaé, czy dany
wspotczynnik jest istotnie rézny od zera.

Ho: (1 =0,
Hp: p1#0.

Za statystyke testowa wybiera sie

> (xi —x)2.

i

SRS

T =

Ta statystyka testowa ma rozkfad t-Studenta z n — 2 stopniami
swobody (nie bedziemy z niej korzystac).

Podsumowanie materiatu 33/34



Inne testy, test serii Walda-Wolfowitza

Do testowania hipotezy
Hp : kolejne obserwacje sg niezalezne
mozna test serii oparty na statystyce testowej

T(X) = liczba serii.

Przy prawdziwej hipotezie zerowej, liczba serii ma rozktad
normalny o Sredniej

2NgNo
pw=1+ N
i wariangji
p2 w=1k-2)
N—-1
Wartosci krytyczne mozemy odczytywac z tablic dla rozktadu
normalnego.
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