Przemystaw Biecek Statystyka - laboratorium

1.1 Rozklady zmiennych losowych, czyli kréotkie
przypomnienie rachunku prawdopodobien-
stwa

UWAGA!!
Nie nalezy ba¢ sie¢ terminu zmienna losowa (a tym samym konczy¢ lektury
tego rozdzialu w tym miejscu) z dwoch powodow:

e biegtos¢ w postugiwaniu si¢ tym terminem jest wymagana do zaliczenia,

e brzmi nieciekawie, ale zaraz bedzie wszystko jasne.
Na potrzeby kolejnych rozwazan uznajmy, ze

Definicja 1 Zmienna losowa to funkcja przeksztatcajgca wynik eksperymentu lo-
sowego na liczbe rzeczywistq.

Pojecie zmiennej losowe]j jest bardzo uzyteczne, pozwala na abstrahowanie od
postaci przestrzeni zdarzen a operowanie wytacznie na liczbach.

Wyobrazmy sobie rzut kostka sze$cioscienna. Jest to przyktad eksperymentu
losowego, czyli eksperymentu, dla ktorego wiemy jakie sytuacje moga sie wy-
darzy¢, ale nie wiemy ktora sie wydarzy. Mozliwe wyniki eksperymentu sg naj-
rozniejsze, np: kostka bedzie turlata sie przez 2 minuty i wypadnie sze$¢ oczek,
kostka spadnie ze stotu i wypadnie jedno oczko itp.

Zmienna losowa to funkcja przedstawiajaca wynik eksperymentu w postaci
liczby rzeczywistej. Rozwazajac eksperyment rzutu kostka nie jest dla nas istotne
co dzialo sie z kostka, istotne jest jedynie ile oczek byto na gornej scianie kostki po
jej zatrzymaniu (innymi stowy ile oczek wypadlto). Dlatego naturalnym wyborem
zmiennej losowej jest funkcja okreslajaca liczbe oczek ktore wypadly w wyniku
rzutu kostka.

Z uwagi na dalsze rozwazania interesujacg nas charakterystyka zmiennej loso-
wej jest jej rozktad. Rozklad zmiennej losowej okresla z jakim prawdopodobien-
stwem zmienna losowa przyjmuje poszczegdlne wartosci.

Rozktad zmiennej losowej moze by¢

e dyskretny (jezeli zmienna losowa moze przyjmuje skonczenie wiele lub prze-
liczalnie wiele wartosci),

e ciagty,

e ani dyskretny ani ciagly (do tej klasy naleza np. mieszaniny rozktadow
dyskretnych u cigglych. Nie bedziemy w tym rozdziale rozwazali rozwazali
rozkladéw z tej klasy).

Formalnie zmienna losowa
definiuje si¢ jako funkcje
mierzalng 2z przestrzeni
probabilistycznej do
przestrzeni liczb rzeczywi-
stych. Jednak na potrzeby
tych zajec do zrozumienia
tematu nie potrzebujemy
takich formalizmow.
Jezeli  kto$  chciatby
zglebi¢ swoja wiedze na
ten temat, to powinien
rozwazy¢ lekture dobrej
ksigzki  do  rachunku
prawdopodobienstwa.

Pewnie zastanawiacie sie
jaka bedzie warto$¢ tej
zmiennej losowej jezeli
turlajaca sie kostke zje
kot? Dla uproszczenia
i bez straty ogdlnosci
wykluczamy to zdarzenie
z rozwazan.
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Rozktady ciggte mozna opisa¢ funkcja nazywang gestoscia. Rozktady dyskret-
ne mozna opisa¢ podajac prawdopodobienstwo wystapienia kazdego z mozliwych
zdarzen.

Dla kazdego rozktadu mozna okresli¢ nastepujace wartosci.

e dystrybuanta w punkcie z, to prawdopodobienstwo, ze zmienna losowa
przyjmie wartos¢ mniejsza lub rowna x,

e prawdopodobiefistwo w punkcie z (dla rozktadéw dyskretnych), to prawdo-
podobienstwo, ze zmienna losowa przyjmie wartos¢ x,

e gestos¢ w punkcie z (dla rozktadéw ciaglych), to pochodna dystrybuanty,

e kwantyl w punkcie ¢, to wartos¢ z, dla ktorej prawdopodobienstwo, ze
zmienna losowa przyjmie wartos¢ mniejsza lub réwna x jest réwne ¢ (kwan-
tyl to funkcja odwrotna dla dystrybuanty).

1.1.1 Normalny przyktad

Jednym z najbardziej popularnych rozktadéw jest rozktad normalny, nazywany
tez rozktadem gaussowskim. Na Rys 2. przedstawiona jest gestosé i dystrybuanta

standardowego rozktadu normalnego . czy jezeli coé jest standar-
dowe to jest tez normalne?
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Kod generujacy wykres Rys 2.

par (mfrow = ¢(2, 1))
x = seq(—4,4,by=0.01)

plot (x,dnorm(x) ,type="1” ,lwd=5)

plot (x,pnorm(x),type="1" ,lwd=5)

Rozktad normalny opisywany jest dwoma parametrami, $rednia i wariancja.
Standardowy rozktad normalny ma $rednia réwng 0 i wariancje réwna 1. Przy-
gladajac si¢ Rysunkowi 2 mozna zauwazy¢, ze prawdopodobienstwo, ze zmienna
losowa o rozktadzie normalnym przyjmie warto$¢ mniejsza od -3 lub wieksza od
3 jest bardzo mate. Jezeli pamietamy czym jest dystrybuanta, oraz wiemy, ze
wartosci dystrybuanty w R wyznaczy¢ mozna funkcjg pnorm(), to z tatwoscia
wyznaczymy to prawdopodobienstwo

> pnorm(—3) + (1 — pnorm(3))

[1] 0.002699796

Funkcje generujace liczby losowe z zadanego rozktadu majag prefix r. Lista
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Rysunek 1.1: Gestos¢ i dystrybuanta standardowego rozkiadu normalnego na
odcinku [—4, 4].
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generatorow dla réznych rozktadéw przedstawiona jest w nastepnych dwoch ta-
belach. Aby wylosowaé¢ 10 liczb z rozkladu normalnego ze srednia rowng 2 i
wariancjg rowng 1 nalezy wpisaé

> rnorm(10,2,1)
[1] 0.6768987 1.2803642 2.2650092 0.6985579 2.3181149

[6] 1.8539709 3.0213374 1.6717404 2.9371182 1.5042659

W ponizszych tabelach wylistowano funkcje stuzace do wyznaczania wartosci
dystrybuant, gestosci oraz kwantyli dla poszczegolnych rozktadéow.
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1.2 Zadania

1. 30 tys studentéw politechniki zdaje test ze znajomosci budowy kosy. Test
ma 100 pytan. Na kazde z pytan osoba nieznajaca odpowiedzi moze od-
powiedzie¢ poprawnie z prawdopodobienstwem 0.25. Zaktadajac, ze zaden
student nie zna odpowiedzi na zadne pytanie, ocen ilu srednio studentéw
zda test, jezeli do zdania wystarczy otrzymac¢ 30 poprawnych odpowiedzi
(oczywiscie nalezy napisa¢ odpowiedni program w R).

2. Korzystajac z funkcji wyznaczajacej kwantyle wylicz jak powinien zostaé
dobrana minimalna liczba poprawnych odpowiedzi niezbednych do zdania,
by test zdalo nie wiecej niz 5%.

3. Wyznacz $rednig z 100 tys obserwacji pochodzacych z rozktadu normalnego
ze $rednig 2 i wariancjg 1, cauchego z parametrem potozenia 2 i skali 1 i
rozktadu log-normlanego ze $rednia 2 i wariancja 1. Powtorz trzykrotnie
losowanie oraz wyznaczanie sredniej i porownaj wyniki. Ktéra ze srednich
zachowuje sie¢ dziwnie? Dlaczego?

4. 7Zmajdz taka warto$¢ x by prawdopodobienstwo ze zmienna losowa o rozkta-
dzie standardowym normalnym znajduje sie w przedziale [—z, z] byto réwne
0.9. Znajdz taka warto$é¢ rowniez dla rozktadow t-Studenta i logistycznego.



