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4.1 Wprowadzenie do modelowania

Uwagall! Rzut moneta nie jest eksperymentem losowym.

Znajac warunki poczatkowe oraz wiedzac wszystko o otoczeniu, wyposaze-
ni w znajomos¢ zasad dynamiki jesteSmy w stanie doktadnie okresli¢ na ktora
strone upadnie moneta. Problem polega na tym, ze nie jesteSmy w stanie po-
znaé¢ dokladnie warunkéw poczatkowych (doktadnosé pomiaru jest ograniczona),
rownanie ruchu uwzgledniajace wszystkie czynniki byto by skomplikowane, nie
mamy wystarczajaco duzo czasu by wyznaczy¢ doktadny wynik. W tej sytuacji
mozemy modelowaé przebieg dziatania pewnego procesu w sposob probabilistycz-
ny. Podobna sytuacja wystepuje przy opracowaniu prognozie pogody, okreslaniu
struktury przestrzennej biatek, opisie ruchu pojazdéw na drogach itp.

Modelowanie stochastyczne to szeroka gataz nauki, obejmujaca problematyke
budowy modelu, badania wtasciwosci modelu, weryfikacje adekwatnosci modelu
itp. Ponizej przedstawimy trzy popularne modele, oraz zajmiemy si¢ badaniem
ich wlasciwosci.

4.2 Rozgrzewka, czyli Centralne Twierdzenie Gra-
niczne

Przy odpowiednich zatozeniach (jakich?) érednia z n zmiennych losowych zbiega
do rozktadu granicznego.

Co to wlasciwie oznacza? Dla przyktadu zobaczmy jak zachowuje si¢ $rednia
ze 100 zmiennych losowych o rozktadzie wyktadniczym A(1).

> n < 10000

> m < 100

>

> obs — matrix (rexp (n#*m,1) ,n,m)
> srednie «— apply(obs, FUN=mean, 1)
> hist (srednie ,100)

Wynik tych symulacji przedstawiony jest na rysunku ponizej. Widzimy, ze
rozkltad érednich jest catkiem podobny do rozktadu normalnego (wtasnie o tym
méwi CTG).

Oczywiscie pojawiaja sie naturalne pytania:

e jakie jest tempo zbieznosci?

e czy $rednia z innych rozktadow tez zachowa sie réwnie dobrze (proponuje
zobaczy¢ $rednig z 12 zmiennych losowych o rozkladzie jednostajnym),

e dla jakich rozktadow to nie dziata (proponuje sprawdzi¢ rozktady dyskretne,
rozktad cauchego i rozktad log normalny),

e jakie sa konsekwencje CTG (o tym bedziemy duzo mowic).



Przemystaw Biecek Statystyka - laboratorium

Zainteresowany czytelnik znajdzie na te pytania odpowiedz modyfikujac po-
wyzej umieszczony program w jezyku R.
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Rysunek 4.1: Przeskalowana gesto$é rozktadu normlanego N(1,0.1%) i histogram
obserwowanych srednich.
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4.3 Model kasyna

Przypusémy, ze mamy mozliwos¢ gry w gre o nastepujacych zasadach
e gracz stawia kwote x,
e 7 prawdopodobienstwem p przegrywa i traci kwote z,
e 7 prawdopodobienstwem 1 — p wygrywa i zyskuje kwote x.

Przypusémy, ze pewien Bardzo Pilnie Potrzebny Element Komputera kosztuje
700$ a Ty masz tylko 100$ i jedynym wyjsciem aby ten element kupi¢ jest gra w
wyzej wymieniong gre. Oszacuj prawdopodobienstwo wygrania 700$ dla kazdej z
ponizszych strategii, dla parametrow p = 0.5, p = 0.45 i p = 0.55.

e Strategia cierpliwa w kazdym kroku stawiasz kwote 100$.

gotowka «— 100
o — 0.45
krok — 1
while (gotowka[krok]>0 & gotowka[krok]<700) {
stawka «— 100
krok «— krok—+1
gotowka [ krok] « gotowka[krok —1] — stawka + 2xstawka*(runif(l)>p)

plot (gotowka ,type="1" ,lwd=3)

e Strategia narwana w kazdym kroku stawiasz kwote ,jile mozesz”, czyli
min(7008-y, y), gdzie y to kwota pieniedzy, ktére posiadasz.

gotowka «— 100
P «— 0.45
krok — 1
while (gotowka[krok]>0 & gotowka[krok]<700) {
stawka — min(gotowka [krok], 700 — gotowka[krok])
krok «— krok—+1
gotowka [ krok] « gotowka[krok —1] — stawka + 2xstawka*(runif(1l)>p)

plot (gotowka ,type="1" ,lwd=3)

4.3.1 Zadania

e Sprébuj rozwiazaé ten problem analitycznie (Model Markowa), a nastepnie
napisz program rozwiazujacy ten problem symulacyjnie (uwaga! rozwiaza-
nie tego problemy analitycznie pozwala na otrzymanie plusa po uprzednim
przedstawieniu rozwiazania prowadzacemu).

e Wyznacz zalezno$¢ pomiedzy prawdopodobienstwem wygrania w jednej
grze p a prawdopodobienstwem zdobycia kwoty 7008$.
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e Wyznacz symulacyjnie rozktad czasu trwania gry.

Zbadaj jak prawdopodobienstwo wygrania zmienia si¢ w zaleznosci od kwo-
ty, ktora chcemy wygrac.

Jaka jest oczekiwana wartos¢ portfela po 5 grach?

Ktoéra strategia jest lepsza, od czego to zalezy?
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4.4 Model Bomby Atomowej

Ponizej opiszemy uproszczony opis zagadnienia, nad ktorym pracowat Stanistaw
Ulam w Los Alamos. Prowadzone przez Niego badania doprowadzity do powstania
bomby wodorowej (to zle) oraz rozwoju metod Monte Carlo (to dobrze).

Zaktadam, ze kazy wie jak dziala bomba atomowa (jezeli nie, to polecam
artykul http://science.howstuffworks.com/nuclear-bomb.htm). W skrocie,
atomy niektérych pierwiastkéw w wyniku zderzenia z pojedynczym neutronem
ulegaja rozpadowi, temu rozpadowi towarzyszy wydzielenie si¢ energii, oraz roz-
pad atomu na atomy innych pierwiatkow i wolne neutrony. Wolne neutrony o
ile jest ich wystarczajaco duzo s w stanie doprowadzi¢ do reakcji tancuchowe;j
rozszzcepiajac jadra kolejnych pierwiastkow. Za ta historyjka kryje sie bardziej
skomplikowana fizyka, ale na potrzeby tego modelu caly tg fizyke jeszcze bardziej
uproscimy.

Przypu$émy, ze rozpedzony neutron trafia w jadro atomu Uranu z prawdopo-
dobienstwem p. Neutron, ktéry ,nie trafi” nie jest juz dla nas interesujacy. Jezeli
neutron trafi, to w wyniku rozpadu zostanie uwolniona tréjka nowych neutronéow.
Kazdy neutron z tej trojki, jak réwniez ,stary” neutron z prawdopodobienstwem
p trafi w kolejne jadro. Jezeli dojdzie do bardzo duzej liczby rozszczepien (duzo
to np. 10%) w krétkim czasie to w efekcie obserwuje si¢ wydzielenie duzej ilogci
energii (nazwywane zwyczajowo wybuchem).

Przypusémy, ze eksperyment rozpoczeliSmy z uzyciem n wolnych neutronow.

Ponizszy fragment kody opisuje rozwéj wydarzen dla pojedynczego ekspery-
mentu

1.neutronow «— 10

P — 0.26

krok — 1

while (1.neutronow [krok]>0 & 1.neutronow [krok]<10°8) {
krok «— krok+1
1 .neutronow [krok] « 4%rbinom(1,1.neutronow [krok —1],p)

}

plot (1l .neutronow ,type="1” ,lwd=3)

4.4.1 Zadania

e Wyznacz prawdopodobienstwo, ze dojdzie do reakcji tancuchowej, to zna-
czy, ze liczba ,gotowych do dziatania” neutronéw przekroczy 108, dla n =
101 p =0.26.

e Wykonaj wykres przedstawiajacy zalezno$é¢ prawdopodobienstwa wybuchu
od parametru n.

e Wykonaj wykres przedstawiajacy zalezno$é¢ prawdopodobienstwa wybuchu
od parametru p.
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4.5 Model obcigzenia serwera

Mamy serwer (w przeciwienstwie do poprzednich modeli, ten mam nadzieje nie
wymaga wprowadzenia). Do serwera sa wysytane zadania do realizacji. Wykona-
nie zadania zabiera okreslong ilo$¢ czasu. Interesuje nas jak poradzi sobie serwer
z realizacja zleconych zadan. Model ten znany jest w wielu modyfikacjach, roz-
wazmy jedng z prostszych.

Do serwera wysytane sg zadania w sposob losowy z jednostajng czestoscia.
Czas pomiedzy kolejnymi ,,wystaniami” opisa¢ mozna rozktadem wyktadniczym
z czestoscia A (pytanie: jakim rozkladem mozna opisaé liczbe zadan wystanych
w ciggu jednej godziny?). Realizacja zadania i tego zabiera z; ~ x? czasu.

Serwer dziata w nastepujacy sposob:

e jezeli otrzymuje nowe zadanie do realizacji, to informacja o tym zadaniu
dodawana jest na koniec kolejki zadan,

e jezeli serwer nie realizuje zadnego zadania a lista zadan do wykonania nie
jest pusta, to rozpoczyna natychmiast realizacja kolejnego zadania z kolejki.

Zadanie do wykonania, to ocena rozktadu czasu bezczynnosci serwera, w za-
leznosci od parametru A.
Ponizej umieszczamy kod opisujacy ,,dane wejsciowe” dla serwera

wejscie « function (T, lambda) {
liczba .zadan — rpois (1, Txlambda)
czasy .wyslania.zadan « sort(runif(liczba.zadan, 0, T))
czasy .trwania.zadan — rchisq(liczba.zadan,1)
list (liczba .zadan = liczba .zadan,
czasy .wyslania.zadan = czasy.wyslania.zadan,
czasy .trwania.zadan = czasy.trwania.zadan)
}

Opiszmy teraz dziatanie serwera w okresie czasu T'

serwer <« function(dane.in) {

aktualny.czas — 0

czas.rozpoczecia <« NULL

czas .zakonczenia <« NULL

czas.bezczynnosci «— NULL

for (i in 1l:dane.in$liczba.zadan) {
aktualny.czas — max(aktualny.czas, dane.in$czasy.wyslania.zadan[i])
czas.rozpoczecia[i] < aktualny.czas
czas.zakonczenia[i] <« aktualny.czas + dane.in$czasy.trwania.zadan[i]

aktualny . czas «— czas.zakonczenia[1i]
czas.bezczynnosci «— czas.rozpoczecia[—1] — czas.zakonczenia[—dane.in$liczb
list (liczba .zadan = dane.in8$liczba .zadan, czas.rozpoczecia = czas.rozpoczd
czas.zakonczenia = czas.zakonczenia, czas.bezczynnosci = czas.bezczynnos

a.zadan |
cia ,

bi)

}

Zobaczmy histogram czaséw bezczynnosci
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wejscie (T, lambda)
serwer (dane. in)

T «— 3000
lambda «— 0.5
dane.in «

—

dane . out

czas.do.rozgrzania «— 100

zadania.rozgrzewajace «— which(dane.out$czas.rozpoczecia <= czas.do.rozgrzania)
hist (dane.out$czas.bezczynnosci[—zadania.rozgrzewajace],
xlab="czas bezczynnosci” ,

main="Czas bezczynnosci po ,,rozgrzaniu’’ serwera’l, 100)

Jak widzimy rozktad czasu bezczynnos$ci ma atom w zerze. Masa tego atomu
moze by¢ oceniona nastepujaco

>mean(dane.out$czas . bezczynnosci[—zadania.rozgrzewajace]|==0)
[1] 0.4805

Przyjmijmy, ze jezeli w 90% przypadkow czas bezezynnosci wynosi 0, to serwer
jest przecigzony.

4.5.1 Zadania:
e ocen prawdopodobienstwo przeciazenia, dla lambda = 0.92,

e ocen prawdopodobienstwo, ze serwer bedzie bezczynny przez ponad 5 jed-
nostek czasu (dla réznych lambda),

e ocen, jaka frakcja zadan musi czekaé¢ ponad 1 jednostke czasu na rozpoczecie
dziatania.



