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3.1 Wprowadzenie do estymacji

Ile mamy czerwonych krwinek w krwi? Ile karpi zyje w odrze? Ile ton trzody
chlewnej bedzie wyprodukowane w przysztym roku? Ile bialych samochodéw jez-
dzi ulicami Warszawy? Ile liSci ro$nie na najwyzszym drzewie we Wroctawiu? W
wiekszosci przypadkéw sg to ciekawe pytania, w wiekszosci przypadkow nie jeste-
Smy w stanie pozna¢ prawdziwej odpowiedzi na to pytanie, w kazdym przypadku
mozemy ta warto$¢ oceni¢. O sposobach oceny interesujacych nas parametrow
bedzie ponizej.

Zacznijmy jednak od stownikowych definicji

Estymacja, to proces, ktérego celem jest ocena nieznanej wartosci (funkeji)
parametru na podstawie obserwacji.

Estymator, to funkcja stuzaca do oceny nieznanej wartosci (funkcji) para-
metru.

Wartosé estymatora, to ocena wartosci (funkeji) parametru dla danej ob-
serwacji.

Ponizej oméwimy kilka sposobéw konstrukeji estymatoréow. W dalszej czesci
znajda sie przyktady uzycia, oraz zadania do wykonania. Wiecej informacji o
estymatorach pojawi si¢ na zajeciach poswigconych regres;ji.

3.2 Konstrukcja estymatorow

Teoria estymacji to dziat statystyki zajmujacy sie dwoma zagadnieniami: kon-
strukcja estymatorow oraz wykazywaniem ich wtasciwosci. Nie jest to najwita-
Sciwsze miejsce aby opisywaé metody konstrukeji estymatoréw (bedzie na wy-
ktadzie, jest w polecanych ksigzkach, pokazemy prosty przyktad dla rozktadu
gamma), osoby zainteresowane powinny szuka¢ informacji o metodach (ponizej
najpopularniejsze)

e metoda momentow,

Warto$¢ oczekiwana (pierwszy moment) dla zmiennej o rozkladzie v(a, \)
to

drugi moment (wariancja) to
Var(X) = al?

Powyzsze wzory mozna przeksztalcié¢ i sprowadzi¢ do nastepujacej postaci

Rozmawiajac z prowa-
dzacym, dobrze roz-
roznia¢ estymator od
wartosci estymatora.
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Teraz mozemy postuzy¢ sie znanymi estymatorami $redniej i wariancji, by
wyznaczy¢ estymatory interesujacych parametréow
N = e
B(X)
E(X))?
Var(X)

)
|

Estymatory otrzymane ta metoda nie zawsze sg dobre, dla rozktadu gam-
ma stosowanie estymatoréw wyznaczonych metodg momentoéw jest niepo-
lecane (zadanie: zbadaj wariancje i obciazenie takiego estymatora). Zale-
tg takich estymatorow jest tatwos¢ ich wyznaczenia. W znakomitej liczbie
przypadkéw wystarczy wyznaczy dwa pierwsze momenty. Bardziej zaawan-
sowang metoda wyznaczania estymatoréw metoda momentow jest nume-
ryczna aproksymacja parametréw rozktadu na bazie czterech pierwszych
momentow z proby.

metoda najwiekszej wiarogodnosci,
metoda najmniejszych kwadratéw,
estymacja Bayesowska,

metoda bootstrapowa.

3.3 Wilasciwosci estymatorow

Nie jest sztuka powiedzieé, ze za tydzien w poniedziatek bedzie stonecznie. Sztuka
jest mie¢ racje.

Kazdy moze zaproponowaé jakis estymator, ponizej przedstawiamy zestaw
wlasnodci, ktoére powinien mie¢ dobry estymator. To, ktory estymator ma ktore
wlasnosci bedziemy a zajeciach. Wymienione wtasnosci to nie wszystkie mozliwe
wlasnosci, a tylko te najczesciej opisywane.

Nieobciazonosé. Estymator T(X) jest nieobciazonym estymatorem funkcji
g(0) jezeli
Ey[T(X)] = 9(0),

czyli jezeli warto$¢ oczekiwana warto$ci estymatora jest réwna wartosci
ocenianego parametru.

e Minimalna wariancja. Estymator T'(X) jest estymatorem o minimalnej wa-

riancji w danej klasie estymatorow, jezeli dla kazdego # ma najmniejsza
wariancje, sposrod estymatoréw w danej klasie.
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e Dopuszczalno$é. Estymator jest dopuszczalny w danej klasie estymatorow,
jezeli w tej klasie nie ma estymatora lepszego (w sensie bledu sredniokwa-
dratowego).

e Normalno$¢. Estymator jest normalny, jezeli rozktad wartosci estymatora
jest rozkltadem normalnym. Ta wtasnos¢ przydaje sie przy konstrukeji prze-
dziatow ufnosci.

e Zgodnos¢. Estymator jest zgodny, jezeli z n — oo estymator zbiega do praw-
dziwej wartosci ocenianego parametru (wariancja i obciazenie estymatora
zbiega do zera).

3.4 Popularne estymatory

Przez x = (1, ...,x,) oznaczmy wektor obserwacji. Ponizej przedstawiamy naj-
popularniejsze estymatory.

Srednia arytmetyczna

Srednia jest tez pierwszym momentem z proby.

Z(fﬁz)a

T =

S|

Wariancja
Estymator wariancji gdy $rednia jest znana
2 1 - 2
Sl - *Z(L’L’—SL’@) )
n
Estymator wariancji gdy $rednia jest nie znana (nieobciazony)

2= L S @-a)

n—1

Odchylenie standardowe

6 = sqrt(S?)

Odchylenie Srednie

1 _
dzﬁzu—xi\

proponuje jeszcze
yhiezaleznos¢” - jezeli
wynik estymacji nie
zalezy od badacza.
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Wspoétczynnik zmiennosci

V=12

T

d

Va=—

z

Wspétczynnik skosnosci
T —d
Ws =
o

Wspoétczynnik asymetrii

A:

(133 > (2 —7)°

n

Wspoélczynnik kurtozy
1
A=—7> (- = 4
not (z: = 7)

3.4.1 Miary pozycyjne
Dominana

Najczestsza wartos¢ w probie

Mediana

Wartosé sSrodkowego elementu (jezeli elementéw jest nieparzysta liczba), lub éred-
niej z dwoch elementéw najblizszych srodka (jezeli elementéw jest parzysta licz-

ba).

Kwantyl

Kwantyl rzedu p to wartos¢ p x n tej statystyki pozycyjnej z proby.

Percentyle - kwantyle o rzedach bedacych wielokrotnoscia 0.01.

Kwartyle - kwantyle o rzedach bedacych wielokrotnoscia 0.25 (sa trzy, gorny
oznaczany 3, dolny oznaczany ()i i srodkowy).

Rozstep

R = maz(x) — min(z)
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Rozstep kwartylowy
Q13 = Q3(z) — Q1 ()

3.4.2 Miary zaleznosci

Kowariancja

Cov(z,y) = nil Z Z(%yg )

Korelacja Pearsona
cov(z, y)

Cor(z,y) = Py
20y

Korelacja rang Spearmana

6> 7
n(n? —1)

gdzie r; - réznica pomiedzy ranga elementu x; i y;.

re =1—

Korelacja rang Kendalla
2(Nt —N7)
n(n —1)

gdzie N liczba zgodnych par, czyli takich par (i,7) ze (x;, ;) sa W tej samej
relacji (wigksze lub mniejsze) co (y;,y;). N~ to liczba par niezgodnych.

T =
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3.5 Zadania:

1.

Czy Srednia z proby jest nieobcigzonym estymatorem parametru sredniej
(potozenia) dla rozktadéw

e normalnym,

e log-normalnym,

e cauchego.
Czy mediana z préby jest nieobciazonym estymatorem mediany dla rozkta-
dow

e normalnym,

e log-normalnym,

e cauchego.
Czy estymator wariancji S; = % > (z—1)? jest estymatorem nieobciazonym
dla rozktadow

e normalnym,

e log-normalnym,

e cauchego.
Poréwnac z estymatorem Sy = ﬁ S(x —z)%

Wyznacz metoda momentéw estymatory parametréw rozktadu gamma, na-
stepnie zbadaj czy sa to estymatory nieobcigzone.

. Wyznacz 95% przedzial ufnosci dla estymatora sredniej dla rozktadu nor-

malnego dla n=20 obserwacji.

Wyznacz 95% przedzial ufnosci dla parametru p w rozktadzie dwumiano-
wym.

Niech f : R — R bedzie monotoniczng i odwracalng funkcja, a 7'(X) bedzie
nieobciazonym estymatorem parametru p. Czy f(7(X)) jest nieobciazonym

estymatorem parametru f(p)? Czy i kiedy taka zalezno$é¢ zachodzi? Czy
zachodzi dla f(z) = \/z?

Wiyniki jednego z ostatnich sondazy przeprowadzonego przed wyborami
prezydenckimi byly nastepujace: 52% poparcia dla Donalda Tuska i 48%
poparcia dla Lecha Kaczynskiego. Wiedzac, ze w sondazu uczestniczyto
1234 0s6b, wyznacz 95% przedzial ufnosci dla parametru ,poparcie dla
Donalda Tuska”. Zinterpretuj wyniki.
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9. * Obserwujesz kolejne realizacje zamiennej losowej o rozktadzie normalnym
o nieznanej wartosci $redniej i wariancji. Ile obserwacji musisz zarejestro-
waé, aby 95% przedzial ufnosci dla oceny wariancji byt wezszy niz 0.17

10. * Czy mozna symulacyjnie wykaza¢ asymptotyczne nieobcigzenie?

11. * Napisz program do wyznaczania bootstrapowego estymatora sredniej.
Sprawdz czy ten estymator jest nieobcigzony.

12. * Jak mata moze by¢ wariancja estymatora? Jak mala moze byé¢ wariancja
estymatora nieobcigzonego?



