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Przedmowa

Tematem prezentowanej pracy jest przewidywanie mozliwosci sportowcéw w wybranach
lekkoatletycznych dyscyplinach biegowych. Przygladajac sie wystepom lekkoatletow czesto
zadajemy sobie pytanie, jak bardzo moga oni poprawi¢ swoje najlepsze osiggniecia. Wyda-
je nam sie bowiem, ze musi istnie¢ jaka$ fizjologiczna granica ludzkich mozliwosci. Rowniez
naukowcy, w tym statystycy, zadaja sobie to pytanie i przy pomocy odpowiednich narze-
dzi statystycznych staraja sie jak najdokladniej wyznaczy¢ granice mozliwosci sportowcow
(14], [5)).

Praca sktada si¢ z trzech rozdzialéw. W pierwszym z nich przedstawione zostaly za-
gadnienia teoretyczne, ktére zostaly podzielone na trzy czeéci. Najpierw omowiona zostala
tematyka modeli linowych ze szczegdlnym naciskiem na estymacje parametréw. W dalszej
kolejnosci przedstawiona zostala idea testu ilorazu wiarogodnosci wraz z przykladem jego
wykorzystania w modelach liniowych zagniezdzonych. Na koniec czesci teoretycznej zapre-
zentowana zostala ogoélnie tematyka modeli nieliniowych. Drugi rozdzial stanowi krétki opis
wykorzystania funkcji nls podczas tworzenia modeli nieliniowych. Z kolei trzeci rozdzial to
analiza danych rzeczywistych, w ktorej modelowanym zagadnieniem jest przewidywanie moz-
liwoéci lekkoatletéw na podstawie rekordéw, uzyskanych w oSmiu konkurencjach biegowych
w ciggu 100 lat. Kolejne podrozdzialy, nie wliczajac opisu zbioru danych, sa umieszczone tak,
ze odpowiedaja kolejnym zagadnieniom teoretycznym oméwionym w pierwszym rozdziale.
Do pracy zostaly réwniez dotaczone dwa dodatki. W pierwszym z nich znajduje si¢ informa-
cja na temat rozkladu QR macierzy. Z kolei druga czesé¢ dodatku stanowia kody programu
R, ktére wykorzystatem do realizacji czesci praktycznej.

Podziekowania

Chciatbym w tym miejscu wyrazi¢ moja ogromng wdziecznosé dla osob, dzieki ktérym ta
praca powstata. Przede wszystkim pragne podziekowaé¢ mojemu promotorowi dr.inz. Przemy-
stawowi Bieckowi, ktérego cenne rady i wskazowki pozwolily mi rozwigzaé wszelkie trudnosci
jakie napotykatem w trakcie pisania. Jestem réwniez ogromnie zobowiazany Panu Andrze-
jowi Skibie, ktorego pasja i zangazowanie w ogromnej mierze przyczynily sie do wybrania
przeze mnie studiéw matematycznych. Na koniec chcialbym skierowaé¢ moje podzickowania
dla mojej mamy Anny Chodor za wspieranie mnie w wielu trudnych dla mnie momentach
podczas studiow.






Rozdziatl 1

Wstep teoretyczny

1.1. Modele liniowe

Modele liniowe zajmujg szczegdlne miejsce w statystyce ze wzgledu na liczne zastosowania
w biologii, chemii, medycynie, ekonomii i wielu innych naukach doswiadczalnych. Stanowig
one jedng z najbardziej popularnych metod, pozwalajacych na opisanie zaleznosci miedzy
zbiorem zmiennych objasniajacych, a zmienng objasniana. Ich ogromna zaleta jest mozliwosé
prostego wyznaczenia statystyk potrzebnych do estymacji i testowania. Dlatego tez wykorzy-
stywano je w praktyce zanim zaczeto korzystaé¢ z mozliwosci komputeréw.

W ponizszym rozdziale oméwie ogdlnie najwazniejsze zagadnienia dotyczace modeli linio-
wych, ktore wykorzystane zostana pdzniej w czeSci praktycznej. Wiecej szczegdtéw na ten
temat mozemy znalez¢, miedzy innymi, w: rozdzialach pierwszym i drugim monografii [2],
rozdziale 6smym skryptu [9] oraz rozdziale 6smym wyktadéw [11].

1.1.1. Opis modelu

Bedzie nas interesowalo opisanie zaleznoéci miedzy zmienna objasniang a zbiorem zmien-
nych objadniajacych. Zaleznosé te bedziemy chcieli oceni¢ na podstawie wartoéci poszczegol-
nych zmiennych dla zbioru n obiektéw.

Zazwyczaj w roli y przyjmujemy pewna funkcje zmiennej objasnianej. W celu uprosz-
czenia opisu modelu przyjmijmy, ze bedzie nia przeksztalcenie tozsamosciowe. Niech zatem
y bedzie zmienng objasniana. Wowczas kazda z wartodci tej zmiennej dla i-tego obiektu
to liczba rzeczywista y;. Zbiér s zmiennych objasniajacych oznaczmy jako V = {Vi,..., Vs}.
V; jest zmienng objasniajaca, ktora okresla wartos¢ kazdego z n obiektéw w sposob jakosciowy
badz tez iloSciowy. Na poczatku bedziemy zatem dysponowali n rzeczywistymi wartosciami
zmiennej y oraz n X s niekoniecznie iloSciowymi wartosciami zmiennej V.

W statystyce czesto bywa tak, ze nalezy wybra¢, ktére ze zmienych V; beda uzytecz-
ne. Ponadto moze si¢ zdarzy¢, ze zmienne V; beda jakosciowe. Dlatego tez musimy dokonac
transformacji zmiennej V. Niech X = {X1,..., X, } bedzie zbiorem zmiennych odpowiednio
zakodowanych przy pomocy zmiennych Vj, z ktérych kazda przyjmuje wylacznie wartosci rze-
czywiste. Po tym przeksztalceniu dysponujemy wciaz n rzeczywistymi warto$ciami zmiennej
y, ale tym razem n X p rzeczywistymi warto$ciami zmiennej X.

Mozemy zatem przejé¢ do przedstawienia liniowej zaleznosci pomiedzy zmiennymi y oraz
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X przy pomocy modelu liniowego

X4 X
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nx1 nxp px1 nx1

W postaci macierzowej mozemy zapisaé¢ ten model na dwa sposoby:
y=X0+e¢ (1.1.1)
lub

y=X161+ -+ X6, +¢, (1.1.2)

gdzie y to wektor kolumnowy z wartosciami zmiennej objasnianej dla kolejnych obiektow;
X jest macierza planu, w ktérej kolejne kolumny to wartoéci zmiennych X; dla kazdego
z n obiektéw, tak wigc element x;; macierzy X oznacza¢ bedzie warto$¢ zmiennej X, dla
i-tego obiektu; 3 jest wektorem kolumnowym z nieznanymi parametrami modelu; € to wektor
kolumnowy ze sktadnikami losowymi.

Uwaga 1.1.1. Gdybysmy chcieli rozwazy¢ model z wyrazem wolnym wystarczytoby, zeby,
bez straty ogélnosci, pierwsza kolumna macierzy X byla n-elemntowym wektorem ztozonym
z samych jedynek. Nalezy jednak podkresli¢, ze wtedy rozwazalibyémy p — 1 odpowiednio
zakodowanych zmiennych objasniajacych Xj;.

Uwaga 1.1.2. Pamietajmy, ze przymiotnik ,liniowy” odnosi sie tylko do liniowej zaleznosci
miedzy y a X. Nie musi dotyczyé¢ zaleznosci pomiedzy zmienng objasniang y a zbiorem
zmiennych objasniajacych V. Spodziewajac sig, na przyklad, potegowej zaleznosci miedzy
zmiennymi, mozemy w modelu rozwazy¢ liniowg zalezno$é¢ miedzy ich logarytmami. Wyraz
Jliniowy” wskazuje nam réwniez, ze parametry B; wystepuja wylacznie w potedze pierwszej
i sg pojedynczo zalezne od poszczegdlnych zmiennych X, co widzimy doktadnie w réwnaniu
(1.1.2).

Uwaga 1.1.3. Zwréémy réwniez uwage, ze, w celu uproszczenia opisu, zapisujemy y ma-
g litera poniewaz bedziemy jej uzywaé¢ zamiennie jako zmienna losowa badz tez wartosé
obserwacji. Z kontekstu bedzie wiadomo, o ktora z tych dwoch mozliwosci nam chodzi.

Dla tak sformutowanego modelu (1.1.1) przyjmiemy nastepujace zalozenia:
Zalozenie 1.1.1. Mamy p < n oraz macierz X jest pelnego rzedu tzn. rank(X) = p.

Wydaje sie, ze chemy mieé¢ wiecej niz p obiektéow, w celu wyestymowania p szukanych
parametréw. Ponadto chcieliby$my, zeby poszczegdlne kolumny macierzy X byty liniowo nie-
zalezne. W praktyce oznacza to, ze odpowiednio zakodowane zmienne objasniajace X; sa
niezalezne.

Zatozenie 1.1.2. Wektor sktadnikéw losowych € ma rozktad N(0, 021, xp).

W wyniku przeksztatcenia afinicznego otrzymujemy, ze

Yy N(XB,0% L) (1.1.3)
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Model z ograniczeniami

Warto réwniez wspomnieé, ze zdarzaja si¢ sytuacje podczas tworzenia modeli liniowych,
kiedy to statystyk posiada pewne informacje na temat liniowych zaleznosci pomiedzy pa-
rametrami 3. Wtedy tez model liniowy, wraz z uwzglednionymi w dodatkowym réwnaniu
ograniczeniami na parametry, mozemy przedstawi¢ w nastepujacy sposéb

{ i;fg“ , (1.1.4)

gdzie y, X, 8 oraz ¢ wprowadziliémy juz w modelu (1.1.1) natomiast A jest macierza
o wymiarach (p — q) X p. Przez p — q oznaczyliémy liczbe parametréw liniowo zaleznych, wiec
q oznacza minimalng liczbe parametréw potrzebna do uzyskania pelnej informacji o wektorze
(6. Uzywajac terminologii statystycznej powiemy, ze ¢ oznacza liczbe stopni swobody.

Przyktad 1.1.1. Przyjmijmy, ze p = 5, p — ¢ = 2. Wtedy wektor p wspdtczynnikéw jest
postaci

B
Pa
B=|Bs
fa
Bs

Zaltézmy ponadto, ze chcemy nalozyé¢ nastepujace p — ¢ ograniczenia liniowe na jego wspot-
czynniki: By = B3, B2 = 2064. Wowczas mozemy zapisaé je w nastepujacej postaci

10 -1 00
[Ol 0—2015_0‘

A(Pﬂ;)Xp

1.1.2. Estymacja parametrow

W poprzednim rozdziale przedstawiliémy w klasycznej postaci model liniowy (1.1.1). Nie-
znanym parametrem w tym modelu jest oczywiscie 8. Zwréémy réwniez uwage, ze, zgodnie
z przyjetym przez nas zalozeniem 1.1.2, nie wiemy jaka jest wartosé¢ parametru o2. Dlatego
tez, w ponizszym rozdziale, przedstawie pokrotce teorie dotyczaca estymatoréw tych para-
metrow.

Metoda najmniejszych kwadratow
Na poczatku zauwazmy, ze zgodnie z réwnaniem (1.1.3)
E(y) = Xp.
Po tej uwadze mozemy wprowadzi¢ nastepujaca definicje.

Definicja 1.1.1. Estymator najmniejszych kwadratéw parametru 3 to taka jego war-
tos¢, dla ktérej kwadraty odleglosci euklidesowych przyblizanych danych do krzywej je przy-
blizajacych sg najmniejsze,

B = min|ly - X3 = min RSS(8),
gdzie RSS (ang. Residual Sum of Squares) oznacza sume kwadratow reszt, RSS = ||y — X 3|2
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Jest kilka sposobéw umozliwiajacych doktadne wyznaczenie 3 Jedna z metod opiera sie
na rozkladzie QR (dodatek A) macierzy planu X i prowadzi do nastepujacego oszacowania
tego parametru.

Twierdzenie 1.1.1. Estymator najmniejszych kwadratow wyraza sie wzorem
ank = Rle{ya
gdzie Ry oraz Q1 pochodzq z wqskiego rozkladu QR macierzy X .

Dowdd tego twierdzenia mozemy znalezé w rozdziale 8.2 pracy [11].

Innym sposobem na znalezienie estymatora mnk jest rozwigzanie zadanie BLUE
(ang. Best Linear Unbiased Estimator). Opis tego rozwiazania znajdziemy w rozdziale 8.3
pracy [11]. W efekcie dostajemy estymator

B\mnk = (XTX)ilXTya

nalezacy do klasy estymatoréw BLUE. Dla pewnosci powinnidmy jeszcze sprawdzié¢ czy te dwa
estymatory najmniejszych kwadratéw uzyskane dwiema réznymi metodami sa sobie rowne.

Stwierdzenie 1.1.1. Estymator najmniejszych kwadratow jest rowny liniowemu, nieobcig-
zonemu estymatorows 0 Najmniejszej wariancyi.

Dow6D. W ponizszym dowodzie skorzystam z waskiego rozktadu QR (dodatek A).
B=R'Qly
= Ry ' LupQT y
= By '(R)) T RIQ1y
= (R{ R1)"'R{ Qly
R{ IpxpR1) ' R{Q1y

—
= (RTQTQ,R)) "' RTQTy 2?
= (

XTx)=1xTy.

Metoda najwiekszej wiarogodnosci

Zanim przejdziemy do formalnych defincji zwigzanych z ta metoda, warto podkredli¢ in-
tuicje jaka stoi za tym sposobem wyznaczania estymatoréw. Otdz estymator najwiekszej
wiarogodno$ci to taka warto$¢ parametru, dla ktorej prawdopodobienstwo zaobserwowania
danych jest najwieksze.

Uwaga 1.1.4. Zatézmy, ze Z to zmienna losowa, ktérg bedziemy traktowac jako obserwacje.
Wtedy z = Z(w) oznaczaé¢ bedzie ustalona warto$é obserwacji Z.

Definicja 1.1.2. Wiarogodno§¢ jest to funkcja £ : © — R dana wzorem

L(0(2)) = fo(2),

gdzie fy(z) jest laczna gestoscia rozkladu obserwacji Z.
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Przyktad 1.1.2 (wiarogodno$é parametréw 3, 02). Zgodnie z réwnaniem (1.1.3) wiemy,
ze zmienna y v~ N'(X 3, 0%1,,x,). Przyjmijmy nastepujace oznaczenia:

i =E(y) = X8, (1.1.5)
¥ = Var(y) = 6% Luxn. (1.1.6)
Korzystajac z twierdzenia o gesto$ci zmiennej o wielowymiarowym rozkladzie normalnym

(dowdd tego twierdzenia mozemy, na przyklad, znalezé w rozdziale 5 pracy [10]) dostajemy,
ze funkcja wiarogodnosci jest postaci

det(X-1)

L(B,0%) = f502(y) = exp[—%@’l(y — ),y — )]

(2m)%
_ Wexp[—%;um(y — 1)y = )]
— W exp[—%ﬂ@ — 1,y — )]
= GraE Pl gy~ 0
_ Wexp[—%;uy—mﬁ (.1.7)

Definicja 1.1.3. Powiemy, ze 0= §(Z ) jest estymatorem najwiekszej wiarogodnosci
parametru 6, jesli

£6(2)) = f3(2) = sup folz) = sup £(6(=)

dla dowolnego z.

Uwaga 1.1.5. Czesto bywa tak, ze funkcja wiarogodnoéci jest przedstawiona w postaci ilo-
czynu pewnych czynnikéw. Zeby ulatwié¢ sobie znajdowanie supremum takiej funkeji wystar-
czy, ze ja zlogarytmujemy. Dziatanie to jest jak najbardziej uprawnione poniewaz logarytm
jest funkcja Scisle rosngca. Wprowadzmy zatem nastepujace oznaczenie na logarytm funkcji
wiarogodnodci:

00(2)) =log L(6(2)).

Po zapoznaniu si¢ z teoria mozemy przej$é¢ do znalezienia estymatoréw najmniejszej wia-
rogodnoéci parametréw 3 oraz o? modelu (1.1.1). Zauwazmy, ze wprowadzona w przykla-
dzie 1.1.2 funkcja wiarogodnosci jest iloczynem wielu czynnikéw. Dlatego tez zamiast ja
maksymalizowaé tatwiej nam bedzie szuka¢ maksimum jej logarytmu. Wybierzemy logarytm
naturalny jako, ze jednym z czynnikéw jest funkcja exp. Po zlogarytmowaniu réwnania (1.1.7)
otrzymujemy

(5,0%) = n(fs,2(9)) = — 3 n(2m) — 2 In(0%) — 5 lly — X5
1
= C = S In(0®) = 55 lly - X5,

gdzie C jest stala niezaleing od szukanych parametréw. Zmaksymalizowanie funkcji £(3, 02)
jest réwnowazne minimalizacji funkcji —2£(3, 02)

1
—25(6,02) :C/+nln(02)+§||y—Xﬁ||2, (1.1.8)
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Po ustaleniu parametru o2 okazuje sie, ze minimalizacja réwnania (1.1.8), ze wzgledu na
parmetr 3, prowadzi do znanej juz nam z definicji 1.1.1 minimalizacji sktadnika ||y — X 3||2.
Stad tez otrzymujemy, ze estymator najmniejszej wiarogodnosci parametru ( jest réwny
estymatorowi najmniejszych kwadratéw

anw = ank = (XTX)_IXTy = R;IQ{y

Poniewaz B nie zalezy od o2 mozemy w réwnaniu (1.1.8) ustalié¢ 3 = E , otrzymujac rownanie
z jedng niewiadoma o2

~ 1 oy
—20(B,0%) = C" +nln(c?) + ﬁlly—XﬂHz. (1.1.9)

Zatem znalezienie estymatora parametru o2 sprowadza sie do minimalizacji prawej strony
réwnania (1.1.9). Przyjmijmy oznaczenie 7 = o2, Zeby nie pomyli¢ si¢ podczas rézniczkowania.
Wyznaczmy zatem pochodna czastkowa prawej strony réwnania (1.1.9) po parametrze T
i przyréwnajmy ja do zera, zeby znalezé punkt stacjonarny.

W=Z—;Hy—xﬁuzzo. (1.1.10)

Mnozac réwnanie (1.1.10) przez 72 otrzymujemy
nt —|ly — Xp||* =0,
skad dostajemy, ze

= _ lly— X8I

T=o0
n

Sprawdzmy jeszcze czy o2 jest argumentem dla ktérego prawa strona réwnania (1.1.9) jest
minimalna

~

PG ) _ 0 2y XBP
(071)2 S 72 73
_ -nT+2nT _ nT _ n
= moal

Zatem faktycznie prawa strona réwnania (1.1.9) przyjmuje w punkcie 02 minimum.
Podsumujmy teraz ostatecznie oszacowania parametréw jakie uzyskaliSmy:

Whniosek 1.1.1. FEstymatory parametru (8 dla metody najmniejszych kwadratéow i metody
najwiekszej wiarogodnosci sq rowne

anw = ank = (XTX)_IXTy = Rle{y (1.1.11)

Whiosek 1.1.2. Estymator parametru o dla metody najwiekszej wiarogodnosci jest réwny
z doktadnosciq do stalej

A — X312
52, lly=XBIF (1.1.12)
n
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1.1.3. Wtasno$ci estymatora parametru 3

Po wyznaczeniu réznymi metodami estymatoréw parametru 8 mozemy oméwié ich naj-
wazniejsze wlasnosci.

Wartos$é oczekiwana estymatora 3

Okazuje sie, ze B jest nieobciazonym estymatorem parametru .

= (1.1.11)

E(5)

(1.1.5)

E(XTX) 1 xTy) (XTX) ' XxTxp3=p. (1.1.13)

Wariancja estymatora B
Pamietajmy, ze B jest wektorem dlatego tez jego wariancja bedzie macierza. Bede korzy-
stal z zalozenia 1.1.1, ktére zapewnia, ze moge odwracaé macierze X, X7 jak réwniez iloczyn

XXx7T,

~ ~ ~ (1.1.11)

Var(3) = E[(3 — E(5))(5 - E(8))"]

=E[(XTX) "' Xy - E(X"X) ' XTy) (XTX) ' X Ty —E(XTX) "' XTy)"]
=E[(X"X)"' Xy — (XTX) ' XTE@) (XTX) ' X"y — (XTX) ' XTE(y))"]
=E[(XTX)' X" (y = E() (X" X) "' X" (y = E(y))"]

=E[(X"X)"'XT(y —E(y)(y — Ey)" (X" X)"'XxT)7]

= (XTX)'XTE[(y — E(y)(y — E(y)" 1 (X" X))~ xT)T

=o2(XTx)™L. (1.1.14)

Rozklad estymatora parametru

Stwierdzenie 1.1.2. Przy zalozZeniu 1.1.2 estymator parametru 8 ma rozktad
BN (@,XTX)T.

DowOD. Na podstawie wniosku 1.1.1 oraz réwnania 1.1.3 wiemy, ze zmienna
B = (XTX)"'XTy ma rozklad normalny w RP, poniewaz otrzymaliémy ja w wyniku prze-
ksztatcenia liniowego (X7 X)™1XT jest macierzg tego przeksztalcenia) zmiennej y o rozkla-
dzie normalnym w R™. Znajac warto$¢ oczekiwana (1.1.13) oraz wariancje (1.1.14) mamy
jednoznacznie wyznaczony wielowymiarowy rozktad normalny B O
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1.2. Test ilorazu wiarogodnosci

Podczas tworzenia modeli statystycznych czesto chcemy poréwnaé dwa modele, ktére opi-
suja nasz zbiér obserwacji. Okazuje sig, ze jednym ze sposobéw, pozwalajacych na podjecie
decyzji, ktéry z dwoch modeli wybraé, jest test ilorazu wiarogodnosci (ang. likelihood ra-
tio test). Test ten, jak sama nazwa wskazuje, oparty jest na ilorazie funkcji wiarogodnosci
dwdéch modeli. Mozna wiec nieformalnie powiedzieé, ze chcemy sprawdzié¢, na ktérym z dwoch
rozwazanych modeli prawdopodobienistwo otrzymania danej obserwacji jest wigksze.

Przejdzmy teraz do formalnego opisu testowania hipotez przy pomocy testu ilorazu wia-
rogodnosci.

1.2.1. Ogéblna postacé testu

Rozwazmy dwa modele statystyczne okre$lone na tej samej przestrzeni obserwacji. W
modelu pierwszym mamy do czynienia z rodzina rozkladéw prawdopodobienstwa o gesto-
Sciach fo(0,2), gdzie § € ©p, natomiast w modelu drugim mamy gestosci f1(0, z), gdzie
0 € ©; = ©\ 0. Bedziemy chcieli zdecydowaé, ktéry z dwoéch modeli wybraé¢ do opisu
obserwacji Z. Przypus$émy, ze chcemy testowaé

Hy: Z « fo(0, z) dla pewnego 0 € Oy,
przeciw
Hy:Z « f1(0,z) dla pewnego 0 € O1.

Za statystyke testowa przyjmiemy

Aoy SPace, i(02) _ AiB.2)

~ )

supgeo, fo(0,2) fo(8, 2)
gdzie:
0 to estymator najwiekszej wiarogodnoséi parametru 6 € O,
6 to estymator najwiekszej wiarogodnoséi parametru 6 € ©y.
Procedura testowa:

6 : odrzucamy Hy, jesli A > ¢,

gdzie c jest pewna stala.

1.2.2. Modele zagniezdzone

Zdarza sie, ze okredliwszy juz model statystyczny z rodzing rozkladow prawdopodobien-
stwa o gestosciach fy(2), gdzie # € ©, mamy informacje wskazujaca na pewna zaleznosé
miedzy parametrami. W praktyce oznacza to, ze mozemy ograniczy¢ sie do modelu z gesto-
Sciami fy(z), gdzie 0 € ©g C O. Méwimy wtedy, ze nowy model jest zagniezdzony w modelu
pierwotnym.

Formalnie mamy do czynienia z nastepujacym problemem:

OCR!, h:RPSRPFI ©y={0cO:h0)=0}, p>q>1, pgeN.
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Jesli h okresla przeksztalcenie liniowe to mozemy stwierdzié, ze
h(6) = A0 = 0,

gdzie A jest macierza przeksztalcenia liniowego o wymiarach (p — q) x p. Mozemy zatem
powiedzie¢, ze mamy p — g réwnan liniowych z p parametrami. Stad wniosek, ze ©g C RY?, a
wiec ©1 = © \ Oy jest zbiorem gestym w przestrzeni RP. Wéwczas w typowej sytuacji gdy f
jest ciggta mamy

sup fp(z) = sup fo(z).
0co, 9c6

Zapis ten pozwala nam uproéci¢ statystyke testowa testu ilorazu wiarogodnosci. Otrzymujemy
wowczas, ze

_ suppep fo(z) _ f55(2)
SUpgeo, fo(2) fg(z)(z)'

(1.2.1)

1.2.3. Test ilorazu wiarogodnosci dla modeli liniowych zagniezdzonych

W tym podrozdziale naszym gléwnym celem bedzie rozwazenie szczegdlnego przypadku
testu ilorazu wiarogodnosci dla modeli linowych z ograniczeniami na parametry. Test pozwoli
nam na podjecie decyzji, czy model wprowadzony w réwnaniu (1.1.4) nie jest istotnie gorszy
od modelu (1.1.1). Oczywiscie zalozenia 1.1.1 oraz 1.1.2 pozostaja w mocy.

W réwnaniu (1.1.7) wyprowadziliSmy wzér na funkcje wiarogodnosci zmiennej y. Ponie-
waz zalezy ona od parametréw (3 oraz o, przyjmijmy, ze 6 = (3,02). Zalézmy réwniez, ze
ograniczona przestrzen parametréw to ©g = {0 € © : A = 0}. Bedziemy chcieli testowaé

Hy : y « fy(y) dla pewnego 6 € Oy,
przeciw

Hy :y« fp(y) dla pewnego § € ©1 = O\ O

lub réwnowaznie

HO : Aﬂ = 0,
przeciw
H1 . A,B 75 0.

Zgodnie ze wzorem (1.2.1) wyprowadzimy teraz statystyke testowa w tym szczegdlnym przy-
padku.

Stwierdzenie 1.2.1. Statystyka testowa testu ilorazu wiarogodnosci jest réwna
- (2) - (L=’
o? ly — X B2

6 = (8,02) estymatory najwiekszej wiarogodno$ci w modelu bez ograniczen (1.1.1) (na zbiorze ©),

gdzie:

0 = (8, 02) estymatory najwickszej wiarogodnosci w modelu z ograniczeniami (1.1.4) (na zbiorze Oy ).
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DowOD. Bede korzystal z estymatora najwiekszej wiarogodnosci parametru o? (réwnanie
(1.1.12)). Otrzymujemy zatem, ze:
. —X~ 2 - _XA 2
n n
Ay) = w (1.L7) (27r)2 % <_7||y Xﬁ” ) (12:2)
fiw® oo (-~ - XAI1R)
1 _LAQ 1 n
_>F exP( 2€2> _ ey
- ~ -1 n
1 0’2 n b
(072)% exXp <—72:_~2> (02)7 p( 2)
— n _X~ 2 % ~ n
_ Oj 2 _ lly nﬂ” _ H?J_X/BH2 2
o2 lly—X B> ly — XB]|2
n
O

Z uwagi na praktyczne zastosowanie, statystyka wyprowadzona w stwierdzeniu 1.2.1 nie
jest uzyteczna. Dlatego tez podam teraz stwierdzenie przedstawiajace statystyke réwnowazna.

Stwierdzenie 1.2.2. Statystyka testowa

jest rownowazna statystyce

(Ro—R)/(p—q) (12.3)

= Rm—p

gdzie Ry = ||y—X§||2, R=lly— XBHZ-

Dowdd tego stwierdzenia mozemy znalezé w rozdziale 8.7.3 pracy [11].
Na koniec przedstawimy bardzo wazne twierdzenie o rozkladzie statystyki z réwnania (1.2.3).

Twierdzenie 1.2.1. Statystyka F' przy p < n ma rozklad F-Snedecora,

(Ro—R)/(p—q)

)= "Rm—p)

“F(p—q,n—p).

Dowdéd tego twierdzenia ze wzgledu na swoja obszernosé zostanie przeze mnie pominiety,
ale mozna go znalezé w rozdziale 8.7.3 pracy [11].
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1.3. Modele nieliniowe

W podrozdziale 1.1 oméwitem pokrotce teorie zwigzana z modelami liniowymi. W uwa-
dze 1.1.2 wspomnialem, ze nie zawsze przedstawiaja one liniowa zaleznosé miedzy zmienna
objasniang, a zmienng objasniajaca. Niemniej jednak odpowiednie transformacje tych zmien-
nych powoduja, ze w wielu przypadkach jestesmy w stanie zbudowa¢ liniowsg zaleznos¢ miedzy
odpowiednio przeksztalconymi zmiennymi. Niestety zdarzaja sie rowniez sytuacje kiedy mu-
simy zalozy¢, ze pomiedzy zmiennymi jest pewna zalezno$é¢ nieliniowa. Prowadzi to do stwo-
rzenia modelu nieliniowego, dla ktérego wyznaczenie chociazby oszacowan parametrow nie
jest juz tak proste jak w modelu liniowym. Jednak dzieki szybkiemu rozwojowi algorytméw
numerycznych oraz geometrii rézniczkowej (zrédlo:[13]) jesteSmy w stanie z coraz wieksza
precyzja dopasowywaé modele nieliniowe do danych.

1.3.1. Opis modelu

W ogdlnosci, podobnie jak w przypadku modelu liniowego, chcielibySmy opisa¢ zalezno$é
pomiedzy zmienna objasniang a zbiorem zmiennych objasniajacych. W tej pracy ograniczymy
sie jednak do przypadku kiedy mamy do czynienia tylko z jedng zmienng objasniajaca. Nieli-
niowg zalezno$¢ pomiedzy zmienng objasniana a zmienna objasniajaca ocenimy na podstawie
wartosci tych zmiennych dla zbioru n obserwacji.

Przyjmijmy, ze y oznaczaé¢ bedzie zmienna objasniana natomiast = bedzie zmienna obja-
$niajaca. Dla uproszczenia opisu zalézmy réwniez, ze zaréwno zmienna y jak i x sa juz odpo-
wiednio zakodowanymi zmiennymi o wartosciach rzeczywistych. Mozna powiedzieé¢, ze dyspo-
nujemy zbiorem danych sktadajacym sie z n par liczb rzeczywistych: (z1,91), ..., (Zn,yn). Dla
kazdej z tych par opisujemy zalezno$é¢ pomiedzy zmiennymi x; oraz y; przy pomocy modelu
nieliniowego

szukane
=~
yi = f(x, B) + &, (1.3.1)
~— ~—
losowe, deterministyczne, losowe,
obserwowane obserwowane nieobserwowane

gdzie y; oznacza warto$¢ zmiennej objasnianej dla i-tej obserwacji; x; jest wartoscia zmien-
nej objasniajacej dla i-tej obserwacji; 3 = (1, ..., 3p) to wektor p nieznanych parametréw;
[ jest funkcja nieliniowa ze wzgledu na co najmniej jeden z parametrow 3;,j € (1,...,p);
€; jest losowym bledem pomiaru i-tej zmiennej y;.

Uwaga 1.3.1. Zaklada sie, ze osoba analizujaca dane dysponuje wiedza, oparta na teore-
tycznych lub empirycznych rozwazaniach na temat danego zjawiska, a w zwiazku z tym mniej
wiecej wie jakiego rodzaju nieliniowej funkcji f nalezy uzy¢.

Dla tak sformutowanego modelu (1.3.1) przyjmijmy nastepujace zalozenia:
Zalozenie 1.3.1. Mamy p < n oraz zmienne x1, ..., T, s niezalezne.

Rozpatrujemy analogicznie jak w przypadku modelu liniowego sytuacje, kiedy mamy wie-
cej obserwacji niz parametréw do westymowania. Ponadto chcemy, zeby zmienne objasniajace

byty niezalezne.

Zalozenie 1.3.2. Btedy losowe €1, ...,e, maja rozktad N'(0,c2) i sa niezalezne.
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1.3.2. Estymacja parametréw

Wyznaczywszy posta¢ ogélng modelu nieliniowego mozemy przejs¢ do znalezienia osza-
cowan nieznanych parametréow. Oprocz wspolczynnika 3, ktory jest jawnie przedstawiony
w réwnaniu (1.3.1) musimy zgodnie z zalozeniem 1.3.2 wyznaczy¢ estymator parametru o2.
W tym podrozdziale postaram sie ogélnie przedstawi¢ ideologie stojaca za znajdowaniem

oszacowan tych parametréow. Wiecej szczegdléw na ten temat mozna znalezé w pracy [1].

Parametr ¢

W celu wyznaczenia oszacowania parametru 3 wykorzystamy metode najmniejszych kwa-
dratéw. Zgodnie z definicja 1.1.1

B= minRSS(8) = min 3 _(yi — f(z:,3))". (1.32)
i=1

Zauwazmy jednak, ze szukanie powyzszego minimum sprowadza si¢ do rozwigzania uktadu
p réownan nieliniowych. Uklad ten tworza pochodne czastkowe funkcji RSS(8) po kazdym
z p parametrow. Niestety nie istnieje ogélna analityczna metoda prowadzaca do znalezienia
rozwigzan tego typu ukladéw rownan. Dlatego tez stosuje sie numeryczne metody iteracyjne
takie jak metoda Newtona (Zrédlo: [8]), przy pomocy ktérych mozemy znalezé przyblizone
rozwigzania. W kazdym kroku, w oparciu o zbiér danych, model oraz aktualne wartosci
parametréw, algorytm Newtona wyznacza nowe parametry. Procedura ta jest powtarzana
az do momentu uzyskania parametréw, ktore beda dostatecznie blisko minimum. Stosujac
metody numeryczne powinnismy szczegdlnie uwazaé na nastepujace problemy:

e Jak wybra¢ dobre wartosci poczatkowe?

e Jak zapewnié, ze w wyniku dzialania procedury otrzymaliSmy globalne minimum, a nie
lokalne?

Oczywiscie te dwie rzeczy sa ze sobg mocno powiazane. Jesli bowiem wybierzemy parametry
poczatkowe tak, zeby byty dostatecznie blisko optymalnych, to algorytm bedzie zbiezny po
zaledwie kilku krokach. Jesli natomiast Zle wybierzemy parametry poczatkowe, to moze sie
okazaé, ze uzyskamy jedynie minimum lokalne, a w konsekwencji model z nowymi parametra-
mi nie bedzie dobrze dopasowany do danych. Moze sie réwniez okazaé, ze algorytm nie zbiega
bez wzgledu na to jakie parametry poczatkowe wybierzemy. Wtedy tez jedynym stusznym
rozwigzaniem jest wybranie nowego, prostszego modelu. Widzimy wiec, ze wybér parametow
poczatkowych jest bardzo waznym aspektem, ktéremu poswiecimy oddzielny podrozdziat.

Parametr o2

W momencie kiedy mamy juz odpowiednio dokladnie oszacowany parametr 3 mozemy

z latwoécia wyznaczyé nieobcigzony estymator wariancji o2,

-~

5 _ RSS(B)

o2 )
n—p

(1.3.3)
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Rozdziatl 2

Wykorzystanie funkcji nls w
modelach nieliniowych

W ostatnim podzrozdziale wstepu teoretycznego przedstawiliSmy krétko teorie dotyczaca
modeli nielinowych. ZaznaczyliSmy, ze znajdowanie oszacowan parametréw jest niemozliwe
przy pomocy metod analitycznych. Najczesciej wykorzystuje sie iteracyjne metody numerycz-
ne, a wiec niezbedne jest wykorzystanie mozliwosci obliczeniowych komputera. W pakiecie R
dostepna jest funkcja nls, ktora z powodzeniem moze by¢ wykorzystana do estymacji parame-
tréw w modelu nieliniowym. W tym rozdziale postaram si¢ omdéwié¢ najwazniejsze wlasnosci
funkcji nls, ktére moga by¢ pomocne przy dopasowywaniu modeli nieliniowych do danych.

2.1. Wybér wartosci poczatkowych

Przejdziemy teraz do doktadniejszej analizy wyboru wartosci poczatkowych, ktéra, jak juz
wspomniatem w podrozdziale 1.3.2, jest bardzo waznym czynnikiem koniecznym do zbieznosci
algorytmu. Zanim zaczniemy wybiera¢ wartosci poczatkowe musimy, zgodnie z uwaga 1.3.1,
mie¢ wiedze, ktéra pozwoli nam na wybranie odpowiedniej funkcji nieliniowej f. Od tej pory
zakltadamy zatem, ze okresliliSmy juz funkcje f i do pelni szczeécia potrzebne nam sa jedynie
poczatkowe wartosci wspdtczynnikéw.

Postaram si¢ teraz przedstawi¢ najpopularniejsze metody jakie stosuje sie do wyboru
wartosci poczatkowych. Wiecej szczegdléw na ten temat wraz z doktadnie oméwionymi przy-
ktadmi dla kazdej z metod mozemy znalezé w pracy [12].

Wybieranie wartosci poczatkowych ,na oko”

Metoda ta, jak sama nazwa wskazuje, nie jest zbyt precyzyjnie okreslona. Wymaga ona
sporych umiejetnosci i doSwiadczenia z poprzednich analiz. Jest ona, wbrew pozorom, naj-
bardziej powszechna metoda wérdéd oséb zajmujacych sie modelami nieliniowymi.

Graficzne poszukiwanie warto$ci poczatkowych

Zdarza sie, ze czesé z parametréw modelu ma pewng interpretacje (biologiczna, chemicz-
na czy tez fizyczna) i wtedy tez latwo mozemy znalezé ich poczatkowe wartosci. Pozostalte
parametry wybieramy metoda ,na oko” i sprawdzamy jak dobrze nasz wykres przybliza dane.
Jedli okaze sie, ze wykres funkcji daje zte przyblizenie to probujemy inny zetaw parametrow.
W celu utatwienia wyszukiwania odpowiednich parametrow mozemy skorzysta¢ z metody
przeszukiwania po siatce.
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Przeszukiwanie parametréw po siatce

Bardzo ciekawa metoda pozwalajaca na znalezienie odpowiednich parametréw poczatko-
wych jest przeszukiwanie po siatce. Jest ona szczegdlnie przydatna kiedy wiemy mniej wiecej
z jakiego zakresu pochodza nieznane parametry. Metoda ta polega na tym, ze dla kazdego
z p parametrow podajemy zestaw wartosci, ktére wydaja nam sie dobrymi wartosciami po-
czatkowymi. Nastepnie, przy uzyciu funkcji expand.grid() z pakietu R, tworzona jest tzw.
siatka parametréw o p kolumnach i liczbie wierszy réwnej liczbie wszystkich mozliwych kom-
binacji podanych wartosci parametréw. Mowiac Scislej, jesli dysponujemy: n; warto$ciami
parametru 3i,..., n, wartosciami parametru 3, to lacznie siatka bedzie miata p kolumn oraz
ni - ...-n, wierszy. Majac odpowiednio zaprojektowang siatke parametréw uzywamy funkcji
nls2 z pakietu R, zeby znaleZé zestaw p parametréw poczatkowych o najmniejszej wartosci

RSS(3).

Funkcje samostartujace

Jedli nie mamy zupelnie pomystu jakich parametréw poczatkowych uzyé, to z pomoca
moze nam przyjs¢ uzycie funkcji samostartujacych. Ich ogromna zaleta jest fakt, ze wymaga-
ja one od nas podania jedynie zbioru danych z ktérego korzystamy, a funkcja sama wyznaczy
wartosci parametrow poczatkowych. Wada moze by¢ to, ze zbiér gotowych funkcji samostar-
tujacych jest mocno ograniczony. Ich przyklady mozemy znalezé w dodatku B pracy [12].
W momecie kiedy zadna z podanych funkcji nie odpowiada naszemu modelowi mozemy sa-
mi stworzy¢ odpowiedniag funkcji samostartujaca, co potwierdza nieograniczony potencjal tej
metody.

2.2. Kontrola algorytmu

Wiemy juz jak wybraé¢ dobre wartosci poczatkowe, zeby algorytm byt odpowiednio zbiez-
ny. Warto réwnie¢ wspomnieé, jak mozemy sami kontrolowaé te zbiezno$é. Funkcja nls jest
wyposazona w argument control, ktéry pozwala na doktadne kontrolowanie procesu esty-
macji wspotczynnikéw. Poniewaz zdarza sie, ze chcemy monitorowaé kilka rzeczy na raz,
wygodnie jest uzy¢ w tym celu funkcji nls.control().

Postaram sie teraz wymienié i opisa¢ krotko najwazniejsze argumenty funkcji nls.control ():

1. maxiter okresla ile maksymalnie iteracji moze zosta¢ wykonanych przez algorytm, do-
my$lna warto$¢ to 50.

2. tol precyzuje, jaki jest poziom tolerancji zbieznosci. Doktadniej mozna o tym kryterium
poczytaé w pracy ([1], str. 49-50), domyslna warto$é to 0.00001.

3. minFactor to czynnik, ktéry okresla najmniejsza mozliwg roznice pomiedzy warto$ciami
parametréw uzyskanymi w kolejnych iteracjach, domyslnie wynosi on 1/1024.

4. printEval to argument logiczny wskazujacy, czy chcemy, zeby informacje o pochodnych
byty raportowane w kolejnych iteracjach.

5. warnOnly to argument logiczny wskazujacy, czy chcemy zobaczyé jak przebiegalty ko-
lejne kroki algorytmu do momentu wystgpienia jakiegos btedu.
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2.3. Podsumowanie algorytmu

Bardzo czestym sposobem stuzacym do poréwnywania réznych modeli na tym samym
zbiorze danych jest wyznaczenie wartosci RSS dla poszczegdlnych modeli i uszeregowanie ich
wedlug malejacej wartodci. Ostateczna wartos¢é RSS dla danego modelu mozemy otrzymac,
stosujac metode deviance () podajac jako jej argument obiekt klasy nls.

2.4. Predykcja

W momencie kiedy mamy wyznaczone juz oszacowania parametréw modelu (1.3.1) mo-
zemy z latwoscia wyznaczy¢ predykcje zmiennej objasnianej y. Funkcja nls z pakietu staty-
stycznego R jest wyposazona w specjalne metody:

e fitted pozwala wyznaczy¢ predykcje, czyli wartosci funkcji f dla zadanych w modelu
zmiennych objasniajacych x oraz wysetymowanych parametréw (3,

e predict pozwala wyznaczy¢ predykcje, czyli wartosci funkcji f na zbiorze zmiennych
objasniajacych wprowadzonych przez uzytkownika oraz wyestymowanych parametrach

3.

Moze sig¢ zdarzy¢, ze nasza zmienna objasniajaca jest czas. Chcemy wowczas sprawdzié jak
zachowujg sie funkcje nieliniowe z optymalnymi parametrami w odlegtym odstepie czasowym.
Po uprzednim zdefiniowaniu naszej funkcji nieliniowej i znalezieniu oszacowan parametrow
wystarczy, ze uzyjemy funkcji curve() na dowolnie wybranym przedziale czasu. Uzyskamy
woéwcezas wykres tej funkeji i mozemy probowaé wyciggaé wnioski na temat jej zachowania.
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Rozdziat 3

Analiza danych rzeczywistych

3.1. Opis zbioru danych

W niniejszym rozdziale dokonam analizy rozwoju rekordow $wiata w osmiu lekkoatletycz-
nych dyscyplinach biegowych na przestrzeni 100 lat.

Tabela 3.1 przedstawia rekordy odnotowane i zatwierdzone przez IAAF (ang. Interna-
tional Association of Athletics Federation) po mistrzostwach $wiata w Daegu w 2011 roku
(zrédlo: [7]). Czesé danych, dotyczaca biegéw na 200 m od 1912 do 1924 roku, zostala po-
brana z wikipedii ([17],[18],[19]). Kazdy wiersz zawiera rok olimpijski oraz rekordowe cza-
sy (w sekundach) na o$miu réznych dystansach (w metrach): 100, 200, 400, 800, 1500,
5000, 10000 , 42195. W latach 1916, 1940 i 1944 olimpiady nie zostaly rozegrane z powodu
I'i II wojny swiatowej. Mimo tego niektore rekordy zostaly poprawione. Przykltadem moze
by¢ bieg na 10000 m, kiedy to rekord z 1944 roku zostal poprawiony o ponad 17 s w stosunku
do najlepszego wyniku z 1940 roku.

Wigkszosdé czaséw umieszczonych w tabeli 3.1 podanych jest z doktadnoscig do 0.1 s. Jest
to efekt utomnoéci techniki, ktéra przez dlugi czas nie pozwalala na dokladniejsze pomiary.
Dopiero w 1968 roku na olimpiadzie w Meksyku odnotowany i zarazem ratyfikowany zostal
przez IAAF pierwszy automatyczny pomiar czasu, ktéry dawal doktadnosé do 0.01 s.
Oficjalnie elektroniczny pomiar czasu zostal zaakceptowany przez IAAF w 1975 roku. Zmiana
dotyczyla poczatkowo tylko biegéw do 400 m. Jednak juz w 1981 roku zaakceptowanto go
réwniez dla biegéw do 10000 m.

Warto rowniez odnotowad, ze na dystansach 200, 400 i 800 m poczatkowe rekordy zostaty
pobite na nieco dtuzszych dystansach. Byto to odpowiednio 220 jardéw (201.17 m), 440 jardéw
(402.34 m) i 880 jardéw (804.68 m). Pomimo tej nieznacznej roznicy w dtugosci dystansu czasy
uzyskane przez sportowcéw zostaly oficjalnie uznane przez IAAF za rekordowe.
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Tabela 3.1: Rekordy $wiata w latach olimpijskich, zrédto: [7],[17],[18],[19].

Rekordowe czasy (s) na dystansie:

Rok

100m 200m 400m 800m  1500m 5000m 10000m 42195m
1912 106 21.3  47.8¢ 111.9¢ 2358 876.6 1858.8  9634.2
1916 10.6  21.2° 47.4°¢ 111.9% 2358 876.6  1858.8  9366.6
1920 10.6  21.2b 47.4¢ 111.9% 234.7 876.6 1858.8  9155.8
1924 104  21.2° 47.4°c 111.9% 2326 868.2 1806.2  9155.8
1928 104 21.2° 470 1106 231.0 868.2 1806.2 8941.8
1932 103 21.1 462 109.8 2292 857.0 1806.2  8941.8
1936 10.2  20.7 46.1 109.7 227.8 857.0 1806.2  8802.0
1940 10.2  20.7 46.0 106.6 227.8 848.8 1792.6  8802.0
1944% 10.2 20.7 46.0 106.6 223.0 838.2 17754  8802.0
1948 10.2 20.7 459 106.6 223.0 838.2 17754  8739.0
1952  10.2 206 458 106.6 223.0 838.2 1742.6  8442.2
1956  10.1 20.6 452 105.7 220.6 816.8 1722.8  8259.4
1960 10.0 20.5 449 105.7 2156 815.0 1698.8  8116.2
1964 10.0 20.2° 449 104.3 2156 815.0 1695.6  7931.2
1968  9.95 19.83 43.86 104.3 213.1 796.4  1659.4  7776.4
1972 9.95 19.83 43.86 104.3 213.1 793.0 1658.4  7713.6
1976  9.95 19.83 43.86 103.5 2122 793.0 1650.8  7713.6
1980  9.95 19.72 43.86 102.33 211.36 7884 16424  7713.6
1984  9.93  19.72 43.86 101.73 210.77 780.41 1633.81 7685.00
1988  9.92  19.72 4329 101.73 209.46 778.39 1633.81 7610.00
1992  9.86 19.72 4329 101.73 208.86 778.39 1628.23 7610.00
1996  9.84 19.32 4329 101.73 207.37 764.39 1598.08 7610.00
2000 9.79  19.32 43.18 101.11 206.00 759.36 1582.75 7542.00
2004 9.79  19.32 43.18 101.11 206.00 757.35 1580.31 7495.00
2008 9.69 19.30 43.18 101.11 206.00 757.35 1577.53 7439.00
2012  9.58  19.19 43.18 101.01 206.00 757.35 1577.53 7382.00

“W 1916, 1940 i 1944 Olimpiady nie zostaly rozegrane z powodu I i IT wojny Swiatowej.
b Biegi odbywaly sie na nieoficjalnym dystansie 220 jardéw (201.17 m).
¢ Biegi odbywaly si¢ na nieoficjalnym dystansie 440 jardéw (402.34 m).
 Biegi odbywaly sie na nieoficjalnym dystansie 880 jardéw (804.68 m).
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3.2. Modelowanie wystepow lekkoatletow

Glownym celem tego rozdzialu jest znalezienie modelu, ktéry bedzie jak najdoktadniej
opisywal dane z tabeli 3.1, przedstawiajace rekordy lekkoatletéw w o§miu réznych konkuren-
cjach biegowych uzyskane w ciagu 100 lat.

3.2.1. Czas a dystans

Po wstepnym przeanalizowaniu danych z tabeli 3.1 nietrudno jest zauwazy¢, ze dwukrotne
pokonanie tego samego dystansu zajmuje biegaczom ponad dwa razy wiecej czasu. Jest to
efekt fizjologicznych ograniczen mozliwo$ci wydolnosciowych cztowieka.

W celu potwierdzenia tej analizy, w tabeli 3.2, wyznaczona zostala zalezno$¢ T/D po-
miedzy czasem a dystansem dla kazdych dwoéch kolejnych badanych przeze mnie biegow.
Ograniczytem si¢ do danych z lat 1912 i 2012, chcac sprawdzié¢ czy s jakie$ istotne rézni-
ce dla poszczegdlnych zaleznosci w tak duzym odstepie czasowym. Widzimy dokladnie, ze
wstepne przypuszczenia okazaly sie stuszne zaréwno dla 1912 jak i 2012 roku. Co ciekawe
réznice w wartosciach poszczegélnych zaleznosci T/D réznia sie niewiele dla tych lat.

Interesujaca wydaje si¢ byé wartosé wspolezynnika T /D poréwnujaca 100 i 200 m. Okazuje
sie, ze pokonanie dystansu 200 m zajmuje najlepszym biegaczom niemal dokladnie dwa razy
wiecej czasu niz pokonanie 100 m. Przyjrzyjmy sie¢ zatem dokladnie analizie rekordowych
biegéw Usaina Bolta na 100 i 200 m podczas Lekkoatletycznych Mistrzostw Swiata w Berlinie
w 2009 roku (zrédlo:[15], [16]). Reakcja startowa powoduje, ze pierwsze 100 m w biegu na
200 m jest pokonywane w dluzszym czasie niz drugie. Niemniej, druga setka jest pokonywana
szybciej niz sam bieg na 100 m. W efekcie srednia predko$é jest niemalze taka sama dla
obu dystanséw, a w konsekwencji wartos¢ wspdlcznnika T/D ~ 1. Niestety przebiegniecie
kolejnych 200 m, ze Srednia predkoscia taka jak w przypadku 100 i 200 m, nie jest juz mozliwe
poniewaz nastepuje efekt zmeczenia biegaczy. Stad tez wspélezynnik T /D jest wiekszy niz
jeden, gdy poréwnujemy diuzsze dystanse.

3.2.2. Model potegowy

Analiza przeprowadzona w poprzednim rodziale pokazala, ze rozsadne wydaje sie byé
opisanie danych z tabeli 3.1, dotyczacych danego roku, olimpijskiego przy pomocy modelu
potegowego.

Opis modelu

Przyjmijmy, ze pierwsza kolumna tabeli 3.1 jest tylko opisem dla kolejnych wierszy. Niech
i-ty wiersz oznacza dany rok olimpijski (i € {1, ...,n}, n —liczba olimpiad). Z kolei j-ta kolum-
na (pomijajac pierwsza) dotyczy kolejnych dystanséw (j € {1,...,m}, m — liczba dystanséw).
Przyjmujac nastepujace oznaczenia:

d; — j-ty dystans,

t;j — rekordowy czas uzyskany w i-tym roku olimpijskim podczas biegu na j-tym dystansie,
«;, B; — wspblczyniki modelu potegowego dla i-tego roku olimpijskiego,

n;; — sktadnik losowy o rozkladzie 7;; «~ In NV (0, 02), dla ustalonego ¢ 7;; sa niezalezne,
dostaniemy nastepujace rownanie modelu potegowego dla i-tego roku olimpijskiego

tij = e®id) ;. (3.2.1)
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Tabela 3.2: Zalezno$é (T/D) pomiedzy stosunkiem dwéch kolejnych
czasow, a stosunkiem dwoch kolejnych dystanséw. Opracowanie wia-
sne.

1912 r

i dystans (m) D= 7(13;’35:5@1) czas (s) T = C;;:(Si(f)l) T/D
1 100 10.6

2 200 2.000 21.2 2.000 1.000
3 400 2.000 47.4 2.236 1.118
4 800 2.000 111.9 2.361 1.180
5 1500 1.875 235.8 2.107 1.124
6 5000 3.333 876.6 3.718 1.115
7 10000 2.000 1858.8 2.120 1.060
8 42195 4.220 9366.6 5.039 1.194

2012 r

i dystans (m) D= djg#;(i@l) czas (s) T = CZC;:(SI.(_@D T/D
1 100 9.58

2 200 2.000 19.19 2.003 1.002
3 400 2.000 43.18 2.250 1.125
4 800 2.000 101.01 2.339 1.170
5 1500 1.875 206.00 2.039 1.088
6 5000 3.333 757.35 3.676 1.103
7 10000 2.000 1577.53 2.083 1.041
8 42195 4.220 7382 4.679 1.109

Transformacja modelu

W celu uproszczenia struktury modelu zlogarytmujmy stronami réwnanie (3.2.1).
W wyniku tego przeksztalcenia otrzymamy model liniowy

In(t;) = a; + B; In(d;) + In(n;j).-
Chcac pozby¢ sie logarytméw w oznaczeniach, podstawmy
Tlij = ln(ti]’), D]' = ln(dj),hl(nij) = fZ]
Dostaniemy wéwczas
T;j = a; + BiDj + & (3.2.2)

W ten sposéb, w wyniku prostych transformacji, otrzymujemy dla kazdego i-tego roku olim-
pijskiego model regresji prostej, w ktérym:

e zmienng objasniajacy jest Dj, czyli zlogarytmowany j-ty dystans d;,
e zmienna objasniana to 7j;, czyli zlogarytmowany czas t;;,
e «;, 3; wspdlczynniki modelu regresji prostej dla i-tego roku olimpijskiego,

e &;; - skladnik losowy o rozkladzie &;; «~ N(0,0?), dla ustalonego i &;; sa niezalezne.
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Postaé¢ ogdlna modelu

Zapisujac rownania (3.2.2) w kolejnych wierszach, dostajemy nastepujace réwnanie ma-
cierzowe

[T 1] [1 Dy §1,1
Tl,m 1 Dm _041_ gl,m
Toq 1 Dy h €2,1

. . Qa2 .

S Do Bl 4|
TQ,m 1 Dm : €Q,m

. ’ . an .
Thi O 1 D B &n,1

[ Tnm L 1 Dpj [En,m ]
T = Do, +¢, (3.2.3)

gdzie T jest wektorem o dtugoséi nm, macierz D jest wymiaru (nm) x (2n), 0; jest wektorem
o ditugoéci 2n, a & «~ N(0,02Iymxnm). Tym samym dostaliémy model liniowy realizujacy
wszystkie nm obserwacji, w ktérym poszczegblne podmodele (3.2.2) sa wyznaczone przez
kolejne bloki macierzy D.

Oszacowanie wpoéltczynnikéw «; oraz ;

Do wyznaczenia ocen ay, B\Z uzytem oprogramowania statystycznego R. Opis wraz z listin-
giem umieszczone zostaly w dodatku B.1. Najwazniejsze szczegdly, przedstawiajace wyniki
jakie uzyskalem podczas wyznaczania ocen, przedstawione sa w tabeli 3.3.

Zgodnosé dopasowania podmodeli

Jednym z kryteriéw stuzacych do oceny modelu jest wspétczynnik determinacji R?. Anali-
zujac wartosci tego wspdlezynnika, umieszczone w tabeli 3.3 widzimy, ze sa one bliskie jeden.
Najmniejszy z nich ma warto$é 0.9995 i dotyczy roku 1972. Swiadczy to o tym, Ze niemalze
100% zmienno$ci zmiennej objasnianej jest wyjasnione przez zmienno$é zmiennej objasnia-
jacej. Wynika stad réwniez, ze zmienne D; oraz T;; sa ze sobg mocno powigzane w kazdym
z podmodeli (3.2.2).

Mozemy réwniez potwierdzi¢ doktadnosé dopasowania krzywych regresji w podmodelach
(3.2.2), poréwnujac zmienne objasniane T; z ich predykcjami Ti\j, wyznaczonymi przez proste
trendu. Odpowiednie poréwnanie wykonatem dla roku 1972, o najgorszym wspoélczynniku de-
terminacji, a zarazem najwigkszej sumie kwadratow reszt (ang. RSS). Wyniki przedstawione
zostaly w tabeli 3.4.
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Tabela 3.3: Oceny wspélczynnikéw « i § w podmodelach regresji dla poszcze-
gblnych lat olimpijskich. W kolejnych kolumnach znajduja sie: rok, ocena a; ,
blad oceny a;, ocena ﬁAZ', btad oceny @, wspoltczynnik determinacji oraz suma
kwadratéw reszt. Opracowanie wlasne.

Rok a oa B; o5 R2 RSS

1912 -2.8883 0.0675 1.1335 0.00896 0.99971 0.01102
1916 -2.8751 0.0675 1.131  0.00896 0.99965 0.01326
1920 -2.8598 0.0675 1.1284 0.00896 0.99963 0.01403
1924 -2.864 0.0675 1.1279  0.00896 0.99967 0.01258
1928 -2.8552 0.0675 1.1258 0.00896 0.99966 0.01287
1932 -2.8738 0.0675 1.1273  0.00896 0.99967 0.0123

1936 -2.884 0.0675 1.1278  0.00896 0.99961 0.01472
1940 -2.8885 0.0675 1.1276  0.00896 0.99967 0.01259
1944 -2.8854  0.0675 1.1264 0.00896 0.99975 0.009393
1948 -2.8813 0.0675 1.1257 0.00896 0.99974 0.00998
1952 -2.8546 0.0675 1.121  0.00896 0.99964 0.01349
1956 -2.8478 0.0675 1.1183 0.00896 0.99966 0.0126

1960 -2.8467  0.0675 1.1168 0.00896 0.99967 0.01221
1964 -2.8425 0.0675 1.1153 0.00896 0.99959 0.01522
1968 -2.8441 0.0675 1.1134 0.00896 0.99951 0.018

1972 -2.8375 0.0675 1.1123  0.00896 0.9995 0.01857
1976 -2.8385 0.0675 1.1122  0.00896 0.99953 0.01727
1980 -2.8426 0.0675 1.1122  0.00896 0.99956 0.0161

1984 -2.8399 0.0675 1.1113 0.00896 0.9996 0.01485
1988 -2.8399 0.0675 1.1107 0.00896 0.99957 0.01594
1992 -2.8438 0.0675 1.1111 0.00896 0.99958 0.01534
1996 -2.849 0.0675 1.1106  0.00896 0.99957 0.01593
2000 -2.8458 0.0675 1.1094 0.00896 0.99959 0.015

2004 -2.8404  0.0675 1.1085 0.00896 0.99958 0.01539
2008 -2.8432 0.0675 1.1085 0.00896 0.99956 0.01596
2012 -2.8505 0.0675 1.1091 0.00896 0.99953 0.01732

Lywm & -28562 Ly 5 11185 " RSS; 0.37195
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Tabela 3.4: Poréwnanie obserwowanych i przewidywa-
nych zlogarytmowanych czasow dla 1972 roku. Opraco-
wanie wlasne.

In(czasu (s))

bieg(m) reszta
obserwowanego przewidywanego
100 2.298 2.285 0.013
200 2.987 3.056 -0.069
400 3.781 3.827 -0.046
800 4.647 4.598 0.049
1500 5.362 5.297 0.065
5000 6.676 6.636 0.04
10000 7.414 7.407 0.0063
42195 8.951 9.009 -0.058

Interpretacja ocen o; oraz (3;

Chcac dokladniej przyjrzeé sie warto$ciom ocen @; oraz ﬂAl (tabela 3.3) wykonatem wykresy
(rysunek 3.1a, 3.1b) przedstawiajace zmiany oszacowan tych parametréw w kolejnych latach
olimpijskich. Dodatkowo dla kazdego i wyznaczylem przedzialy: [a; — o5, 05 + 05, [@ —
95 ﬁ; + O'@_]. Kod w programie R umozliwiajacy narysowanie tych wykresow umieszczony
zostal w dodatku B.1.1.

Wartoéci a; wahaja si¢ pomiedzy —2.8885 a —2.8375 natomiast wartosci ﬂAl naleza do
przedziatu [1.1085, 1.1335]. Zauwazmy, ze, po ustaleniu wspo6lezynnika B;, niewielkie zmiany
wspolezynnika ; nie wplyna mocno na krzywa regresji. Natomiast gdybySmy ustalili a;,
to male wahania wspotczynnika ﬂAZ powoduja, ze prosta regresji zmieni si¢ znaczaco. Zwrdémy
rowniez uwage, ze $rednia warto$¢ ocen parametru o wynosi —2.8562 i catkowicie miesci sie
we wszystkich przedziatach [a; — o a; + o5 ], w przeciwienstwie do $redniego nachylenia.
Dlatego tez warto, byé moze, zastapi¢ oceny a; przez ich érednia, a nastepnie estymowaé
jedynie parametr nachylenia.

Na wykresie przedstawiajacym zalezno$¢ rok-nachylenie widoczne sa dwie interesujace
zmiany trendu malejacego:

e Pierwsza z nich jest bardzo wyrazna i dotyczy lat 1928-1948. Widzimy, ze w tym okre-
sie poziom nachylenia nie spadl ponizej wartoéci 1.1258 z 1928 roku. Wskazuje to na
stagnacje w rozwoju rekordéw Swiata na rozpatrywanych przeze mnie dystansach. La-
ta 1928-1948 obejmuja okres II wojny Swiatowej, kiedy nastapit zdecydowany spadek
w aktywnosci lekkoatletycznej. Jest to najprawdopodobniej gtéwna przyczyna tego za-
stoju.

e Druga zmiana jest dosy¢ subtelna, ale jednak widoczna. Przypada ona na lata 1988-
1996, kiedy ponownie nastapito zatrzymanie si¢ rozwoju rekordéw. W roku 1988 roze-
grana zostala olimpiada w Seulu. Wedtug zeznan ponad 100 swiadkow wiele sposrdd
pobitych rekordéw w lekkiej atletyce zostato uzyskanych przy pomocy srodkéw dopin-
gujacych (Zrédlo [14]). Dlatego tez wiele z rekordéw uzyskanych przez lekkoatletow
podczas tej olimpiady nie zostalo pobitych przez nastepne lata.
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Rysunek 3.1: Wykresy przedstawiajace oceny parametrow a oraz (8 dla kolejnych pod-
modeli regresji tzn. dla kolejnych lat olimpijskich: (3.1a) zalezno$é pomiedzy rokiem a
przecigciem «, (3.1b) zaleznosé pomiedzy rokiem a nachyleniem . Czerwona linia ozna-
cza Srednia wartos¢ ocen danego parametru. Na szaro zaznaczone zostaly przedziaty:
[ — 05,05+ UC@], [@ — 0'/6’;1_7,57; + O'@]. Opracowanie wlasne.
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3.2.3. Model alternatywny

W tym rozdziale dokonam modyfikacjii modelu (3.2.3) opierajac si¢ na wniosku z po-
przednich rozwazan.
Opis modelu

Rysunek 3.1a pokazuje, ze $rednia warto$¢ oceny parametru nachylenia miesci sie catko-
wicie we wszystkich przedzialach [o; — 05, a; + 05 |. Mozemy zatem stwierdzi¢, ze
1 1

1o o
==Y @ =—2.8562=A dla kazdego i € {1,...,n}.

iz
Zalézmy réwniez, ze 3; := ~; dla kazdego i € {1,...,n}. Wowczas model (3.2.2) przyjmie
nastepujaca postaé

T%j =A+ ’)’iDj + &J (3.2.4)

Tym samym otrzymaliSmy i-ty model regresji prostej, gdzie nieznanym parametrem, ktéry
bedzie oceniany jest jedynie wspdlczynnik nachylenia ~;.
Postaé ogdlna modelu

Zapisujac réwnania (3.2.4) w postaci macierzowej dostajemy

T 1 D i1
Tl,m 1 Dm AT gl,m
Ty, 1 Dy m €21
. . A .
: _ : : vl |
To.m 1 Dy, : §am
: A :
Tn,l O 1 Dl LV En,l
[ Tom] L 1 Dy [&n,m]
T =D0+E&, (3.2.5)

gdzie macierz D jest wymiaru (nm) x (2n), 602 jest wektorem o dlugoéci 2n,
a & v N(0,0%Liymxnm). Otrzymaliémy zatem model liniowy realizujacy wszystkie nm ob-
serwacji. Poszczegdlne podmodele (3.2.4) sa wyznaczone przez kolejne bloki macierzy D.
Zauwazmy, ze wszystkie podmodele maja wspdlny wyraz wolny A.

Oszacowanie wspélczynnika ;

Podobnie jak w poprzednim rozdziale, uzylem oprogramowania statystycznego R, zeby
wyznaczy¢ oceny 7;. Opis wraz z listingiem umieszczone zostaly w dodatku B.2. Najwazniejsze
szczegbdly, przedstawiajace wyniki jakie uzyskatem, przedstawione sg w tabeli 3.5.
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Zgodno$¢é dopasowania podmodeli

Musimy teraz sprawdzié, czy modyfikacja jakiej dokonalem w modelu (3.2.4) nie spowo-
duje znaczacych zmian w dopasowaniu i-tej krzywej trendu do danych.

Okazuje sie, ze wspélczynniki determinacji R? z tabeli 3.5 maja niemalze takie same
wartosci w porownaniu z ich odpowiednikamii z tabeli 3.3. Wnioskujemy zatem, ze zmienne
D; oraz Tj; sa ze sobg mocno skorelowane.

Sumy kwadratéw reszt sa rzedu 0.01, a w zwiazku z tym dane dla poszczegdlnych modeli
sa bardzo dobrze opisane przez prosta trendu. Zwréémy uwage, ze y ;- RSS; wynosza od-
powiednio: 0.3719 dla modelu (3.2.3) oraz 0.376 dla modelu (3.2.5). R6znica jest niewielka,
lecz wskazuje na to, ze dane w poprzednim modelu byly minimalnie lepiej dopasowane. Do-
ktadnym poréwnaniem obu modeli zajmiemy sie jednak w nastepnym podrozdziale i uzyjemy
w tym celu bardziej specjalistycznego narzedzia.

Interpretacja oceny ~;

Analize wartosci poszczegdlnych ocen 4; utatwi nam rysunek 3.2. Przedstawione sa na
nim zmiany oszacowan tego parametru w latach kolejnych olimpiad. Kod w programie R
pozwalajacy na narysowanie tego wykresu umiescitem w dodatku B.2.1.

Zauwazmy, ze wartosci oszacowan parametru v tworza ciag Scisle malejacy. Na rysunku 3.2
widoczne sg interesujace zmiany:

e Pierwsza z nich dotyczy okresu 1916-1920, kiedy to tempo obnizania si¢ wartoéci wspot-
czynnika ~ spadlo. Jest to oczywiscie zwigzane z brakiem aktywnosci lekkoatletow
w czasie I wojny Swiatowe;j.

e Druga z nich przypada na okres 1944-1948. Widzimy, ze warto$ci wspotczynnika
~ niemalze ustabilizowaly sie na poziomie z roku 1944. Wynika to z niewielkiej ak-
tywnosci lekkoatletow podczas rozgrywania II wojny Swiatowej.

e Kolejna zmiana dotyczy lat 1964-1968. Tym razem tatwo mozemy zauwazy¢, ze wspoOl-
czynnik gamma malatl zdecydowanie szybciej. Jest to najprawdopodobniej spowodo-
wane tym, ze w roku 1968 wprowadzono po raz pierwszy elektroniczny pomiar czasu,
a w zwiazku z tym czasy staly sie bardziej doktadne. Ponadto w tym samym roku zosta-
ta rozegrana olimpiada w Meksyku, ktéry jest potozony 2240 m n.p.m. Na tej wysokosci
powietrze jest okolo pieé¢ razy mniej geste niz na poziomie morza (Zrédlo [5]). Dlatego
tez biegajacym na krotkich dystansach tatwiej byto uzyskaé lepsze wyniki. Spogladajac
na rekordy pobite w tym roku okazuje sie, ze faktycznie w Meksyku pobite zostaly
rekordy $wiata na dystansach krétkich: 100, 200 i 400 m.

e Ostatnia zmiana dotyczy lat 1988-1992, kiedy to ponownie nastapita stagnacja w roz-
woju rekordéw. Jak juz wczesniej wspomniatem, 1998 rok to Olimpiada w Seulu, kie-
dy to wedlug zeznan $wiadkéw duza czes¢é sportowcoéw uzyla srodkéw dopingujacych.
W konsekwencji wielu rekordéw nie udato sie pobié przez najblizsze kilka lat.
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Tabela 3.5: Oceny wspoélczynnikéw v w podmode-
lach regresji dla poszczegdlnych lat olimpijskich.
W kolejnych kolumnach znajduja sie: rok, ocena
v; , blad oceny 7;, wspotczynnik determinacji oraz
suma kwadratéw reszt - opracowanie wlasne.

Rok Vi o R? RSS

i
1912 1.1294 0.00266 0.9997 0.0116
1916 1.1286 0.00266 0.99965 0.0134
1920 1.128  0.00266 0.99963 0.014

1924 1.1269 0.00266 0.99967 0.0126
1928 1.1259 0.00266 0.99966 0.0129
1932 1.1251 0.00266 0.99967 0.0125
1936 1.1242 0.00266 0.9996 0.0151
1940 1.1234 0.00266 0.99965 0.0131
1944 1.1227 0.00266 0.99974 0.00984
1948 1.1225 0.00266 0.99973 0.0103
1952 1.1212 0.00266 0.99964 0.0135
1956 1.1194 0.00266 0.99966 0.0126
1960 1.118 0.00266 0.99967 0.0123
1964 1.1171 0.00266 0.99959 0.0153
1968 1.115 0.00266 0.99951 0.0181
1972 1.1147 0.00266 0.99949 0.0188
1976 1.1144 0.00266 0.99953 0.0174
1980 1.1139 0.00266 0.99956 0.0162
1984 1.1134 0.00266 0.99959 0.015

1988 1.1128 0.00266 0.99956 0.0161
1992 1.1127 0.00266 0.99958 0.0154
1996 1.1116 0.00266 0.99956 0.016

2000 1.1108 0.00266 0.99959 0.0151
2004 1.1105 0.00266 0.99958 0.0155
2008 1.1102 0.00266 0.99956 0.0161
2012 1.1098 0.00266 0.99953 0.0173

" RSS; 0.37599
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Rysunek 3.2: Wykres przedstawiajacy oceny parametru v dla kolejnych podmodeli
regresji tzn. dla kolejnych lat olimpijskich. Na szaro zaznaczone zostaly przedzialy
[ — 05,7 + 0%] dla kolejnych ocen parametru . Opracowanie wlasne.
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3.3. Por6éwanie modeli

W celu poréwnania modeli (3.2.3) i (3.2.5) wykonam test ilorazu wiarogodno$ci. Najpierw
jednak postaram sie wyttumaczyé, jak poréwnaé oba modele zgodnie z teoria testowania
hipotez.

Model z ograniczeniami

Bedziemy chcieli sprawdzié, czy jesli dla kazdego i € {1, ..., n} zastapimy w modelu (3.2.3)
parametr «; przez A = %Z’f:l a;, to model (3.2.5) nie bedzie istotnie gorszy. Oczywiscie
rownowazne sg stwierdzenia:

(8) Vie(1,.n} Qk =3 >iey .

(b) oy =g =+ = ap.

Co wiecej n — 1 réwnosci stwierdzenia (b) mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej

aq
1 0 -1 5

(€5
1 0 -1 O B —o

Po, =0,

gdzie macierz P jest wymiaru (n — 1) x (2n).
W ten sposéb widzimy, ze porownanie tych dwdch modeli sprowadza si¢ do poréwna-
nia (3.2.3) z modelem z ograniczeniami na parametry

T=D0+¢
P6; =0 ’

gdzie T N(D917 O'QInanm)-

Test ilorazu wiarogodnosci

Krok 1. Bedziemy chcieli testowaé czy dodatkowe oganiczenia na parametry wplyna na po-
prawe modelu (3.2.3). Badamy zatem nastepujaca hipoteze zerowa

Hy:a1=a9 = = ap,
rownowaznie
Hy : POy =0,
przeciw hipotezie alternatywnej

H1 :Elk,l ak;«éal.
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Krok 2. Zgodnie ze stwierdzeniem 1.2.1 statystyka testu ilorazu wiarogodnosci jest réwna:

A1) = (2 S (Imepepy ® (3.3.1)
o2 IT - Do)

gdzie:

6 = (51, ;5) estymatory najwiekszej wiarogodnosci dla modelu bez ograniczen (3.2.3),

6 = (02, 02) estymatory najwiekszej wiarogodnosci dla modelu z ograniczeniami (3.2.5).

Ponadto korzystajac ze stwierdzenia 1.2.2 statystyka (3.3.1) jest réwnowazna statystyce:

(Bo— R)/(n—1)

F(T) = R/(nm —2n) ’

gdzie Ry = |T — D6s||2, R = |T — D#, 2. Dodatkowo wiemy réwniez, ze statystyka F ma
rozklad F-Snedecora (twierdzenie 1.2.1):

F ~ F(n—1,nm—2n).

Krok 3. Musimy teraz ustali¢ jak bedzie wygladata procedura testowa. Spdjrzmy najpierw na
statystyke testowa (3.3.1). Jesli hipoteza zerowa nie bylaby prawdziwa, to co najmniej dwa
sposrod oy bylyby rézne. To z kolei oznaczaloby, ze | T — Do ||?
padku gdyby Hj byla prawdziwa. Oczywiscie |1 — D§1||2 pozostaje bez zmian, bez wzgledu
na to czy Hy jest prawdziwa czy nie. Niech zatem procedura testowa ¢ bedzie nasteujaca:

bytaby wigksza niz w przy-

0 : Odrzucam Hy jesli F(T) > c.

Krok 4. Zauwazmy, ze w naszym przypadku wartoéci Ry oraz R to > ;- ; RSS; odpowiednio
dla modelu (3.2.5) oraz modelu (3.2.3). Zatem Ry = 0.37599, R = 0.37195. Przypomnijmy
jednoczeénie, ze n = 26 oznacza liczbe olimpiad, z kolei m = 8 to liczba dystanséw. Otrzy-
mujemy zatem ostatecznie, ze warto$¢ obserwowana statystyki testowej wynosi:

(0.37599 — 0.37195) /(26 — 1)
0.37195/(208 — 52)

F(Tops) = f = = 0.068,

a odpowiadajaca tej statystyce p-wartoscé:
p=P(F > f)=1-8.823841 x 107! ~ 1.

Whnioskujemy stad, ze gdybysmy przeprowadzili test na kazdym poziomie istotnosci ag < p,
to nie odrzuciliby$my hipotezy zerowej Hy.

Whiosek 3.3.1. Wynik testu ilorazu wiarogodnos$ci pozwala nam stwierdzi¢, ze model alter-
natywny (3.2.5) nie jest istotnie gorszy od modelu (3.2.3), dlatego tez w dalszych rozwazaniach
bede wykorzystywal model (3.2.5).
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3.4. Predykcja granic mozliwosci lekkoatletow

W podrozdziale 3.2 udalo nam sie znalezé zagniezdzony model liniowy (3.2.5), ktéry
dobrze opisuje dane dotyczace wystepdéw lekkoatletéw na osmiu réznych dystansach na prze-
strzeni 100 lat. Nieznanym parametrem w tym modelu byt wektor v = [y1, 72, ..., 7n]7, ktore-
go kolejne wspélrzedne oznaczaja wspolczynniki nachylenia 7; modeli (3.2.4). Przy pomocy
oprogramowania statystycznego R udato nam sie oszacowaé¢ wartoéci tych n parametrow.
Jednak, zeby znalezé granice mozliwosci lekkoatletéw, chcielibySmy wiedzieé¢ jakie bylyby
wartosci tych parametréw w kolejnych latach olimpijskich . Dlatego tez w tej czesci pracy
postaram si¢ znalezé krzywa regresji nieliniowej jak najlepiej dopasowana do ocen parame-
tréow ;. Nastepnie znajde jej pozioma asymptote, bedaca zarazem granica nango Yn = Yoo-
Na koniec, wykorzystujac wartosé¢ tej asymptoty, podam przewidywane granice mozliwosci
lekkoatletéw na odmiu rozwazanych dystansach.

3.4.1. Istnienie asymptoty 7.

Jak juz wczesniej zauwazyliSmy oceny parametréw -y; tworza malejacy ciag (rysunek 3.2).
Ponadto, z tabeli 3.2, mozemy wywnioskowaé, ze nachylenie ~;, gtéwnie w wyniku ograniczen
wydolnosciowych sportowcéw, nie powinno spasé¢ ponizej wartosci jeden. Trudno bowiem so-
bie wyobrazi¢ w realnym $wiecie, zeby sportowcy byli w stanie przebiec z tg sama Srednia
predkoscig zaréwno 100 m jak i maraton. W szczegdlnosci nachylenie ; musi byé¢ wieksze
od zera. Zatem oceny parametrow -y; tworza ciag malejacy, a w dodatku ograniczony z dotu.
W zwigzku z tym musi istnie¢ granica tego ciagu, ktérg mozemy wyznaczyé poprzez znale-
zienie asymptoty krzywej regresji nieliniowe;.

3.4.2. Modele nieliniowe
Oznaczenia

Dokonamy najpierw pewnej transformacji zmiennej ,rok”. Bedziemy chcieli patrze¢ na
kolejne lata olimpijskie jak na kolejne jednostki czasu. Oznacza to, ze okres czterech lat bedzie
odpowiadal jednostce czasu. Nazwijmy ja ,numer olimpiady”. Przyjmijmy, ze zaczynamy
liczy¢ czas od pierwszej olimpiady, ktéra dotyczy naszych danych, czyli 1912 roku.

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

x; — zmienna objaéniajaca, czyli numer i-tej olimpiady, x; sa niezalezne,

y; — zmienna objasniana, czyli wartos¢ oceny parametru ~y; dla i-tej olimpiady,
¢ — wektor nieznanych parametréow ¢ = (@1, ..., ¥p),

f — funkcja nieliniowa ze wzgledu na co najmniej jedej parametr ;,

g; — skladnik losowy o rozkladzie e; «~ N'(0,0?), &; sa niezalezne.
Wéwezas otrzymujemy model nieliniowy nastepujacej postaci

vi = f(zi, ) + €. (3.4.1)

W dalszej czesci pracy bede dla uproszczenia okreslal modele przy pomocy jedynie funkcji f,
majac jednak w pamieci wlasciwa posta¢ modelu (3.4.1) ze skladnikiem losowym e.
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Wybér funkcji

Jak juz wcze$niej wspomniatem bedziemy sie teraz starali znalezé krzywa regresji nieli-
niowej, ktora bedzie jak najlepiej dopasowana do danych. W moich badaniach bede korzystat
z doswiadczen Davida C. Blesta, ktory w swojej pracy Lower bounds for athletic performance
(Zr6dlo: [4]) zajmowal sie tym zagadnieniem. Idac za Blestem, wykorzystam siedem réznych
modeli, ktore nastepnie uszereguje wedtug malejacej wartoéci sumy kwadratow reszt. Informa-
cje o postaci funkcyjnej tych modeli wraz z ich nazwami wlasnymi znajduja sie w pierwszych
dwéch kolumnach tabeli 3.6.

Wybér wartosci parametréw poczatkowych

W zadaniu znajdowania optymalnej krzywej regresji nieliniowej bedziemy szukali takich
wartosci parametréw ¢, ktére beda minimalizowatly sumy kwadratéw reszt,

n

RSS(p) =Y (yi — (i, ). (3.4.2)

=1

Jak wspomniatem w podrozdziale 1.3.2, szukanie optymalnych parametréw sprowadza si¢ do
rozwigzania ukladu p réwnan nieliniowych, ktérych nie jesteSmy w stanie rozwiagza¢ anali-
tycznie. Dlatego tez uzyjemy iteracyjnej metody numerycznej, ktéra wymaga od nas podania
wartosci poczatkowych parametréw.

W naszym zadaniu uzyje jako wartoéci poczatkowych ostatecznych ocen parametrow,
ktore uzyskal w swojej pracy Blest. Na rysunkach: 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7, 3.8, 3.9 zaznaczone
zostaly czarng przerywana linia wykresy kolejnych rozwazanych przeze mnie modeli dla zada-
nych parametréw poczatkowych. Wartosci tych parametréw przedstawione zostaly w trzeciej
kolumnie tabeli 3.6. Widzimy, ze wszystkie te krzywe znajduja sie stosunkowo blisko danych,
dlatego tez powinny by¢ dobrym przyblizeniem poczatkowym rozwiazania.

Oszacowanie wspé6lczynnikéw modeli nieliniowych

Po okresleniu wartosci parametréw poczatkowych dla wybranych modeli nieliniowych mo-
zemy przejs$é do znalezienia optymalnych wartosci tych parametréw. W tym celu wykorzystam
funkcje nls z pakietu R. Kod wraz z opisem znajdujg sie w dodatku B.3. Szczegdty wynikow
jakie uzyskalem umieszczone zostaly w czterech ostatnich kolumnach tabeli 3.6. Dodatkowo
na rysunkach: 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7, 3.8, 3.9 zaznaczone zostaly czerwona przerywang linia
wykresy kolejnych funkcji dla optymalnych parametréow uzyskanych przy pomocy funkcji nls.

Poréwnanie modeli
Wartosci RSS dla optymalnych parametréow w rozwazanych modelach nieliniowych sa
rzedu 1075 lub 10~%. Okazuje sie, ze najdokladniej, z rozpatrywanych przez mnie modeli, dane

opisuje model wyktadniczy antysymetryczny. Jego RSS jest najmniejszy i wynosi 4,91 x 1076,
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Rysunek 3.3: Oceny parametru « dla kolejnych olimpiad wraz z krzywymi modelu liniowego y = ¢1 + @ox. Linia czarna przerywana
oznacza model z parametrami poczatkowymi @1 = 1.13, @2 = 0.0009. Linia czerwona przerywana to model najlepiej dopasowany do
danych. Opracowanie wlasne.
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Rysunek 3.6: Oceny parametru = dla kolejnych olimpiad wraz
z  krzywymi zreparametryzowanego Gompertza
y = @1 + @prexp{—explps(x — ¢2)]}. Linia czarna prze-
rywana oznacza model z parametrami poczatkowymi
p1 = 0.02495,p9 = 10.227,pp3 = 0.1148,p4 = 1.111402.
Linia czerwona przerywana to model najlepiej dopasowany
do danych. Linia zielona przerywana oznaczona zostala 7.
Brazowa gwiazdka oznacza punkt przegiecia optymalnej krzywe;j.
Opracowanie witasne.
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Rysunek 3.7: Oceny parametru ~ dla kolejnych olimpiad wraz

zZ krzywymi 4-parametrowego modelu Gompertza
y = @4 — prexp[—exp(pa — @sx)]. Linia czarna przerywana
oznacza model z parametrami poczatkowymi ¢ = 0.0274,

2 = 0.792, ¢3 = 0.102, ¢4 = 1.133. Linia czerwona przerywana
to model najlepiej dopasowany do danych. Linig zielona przery-
wana oznaczona zostala ~v.,. Brazowa gwiazdka oznacza punkt
przegiecia optymalnej krzywej. Opracowanie wlasne.
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Interpretacja krzywych modeli nieliniowych

Na kazdym z rysunkéw poza 3.3 oraz 3.4 mozemy dostrzec wyrazny punkt przegiecia krzy-
wej najlepiej dopasowanej do danych. Punkty te znajduja si¢ pomiedzy © = 8.7 a z = 11.3,
czyli mniej wiecej pomiedzy 1944 a 1960 rokiem. Widaé¢ zatem wyraznie, ze okres II wojny
mial znaczacy wplyw na spadek tempa rozwoju rekordow Swiata. Z drugiej strony koncen-
tracja punktow przegiecia w tym przedziale moze Swiadczyé¢ o tym, ze ciagle polepszanie
rezultatéw sportowcéw poprzez: stosowanie odpowiedniej diety, dostosowanie indywidualne-
go programu treningowego, projektowanie jeszcze lepszego obuwia, przestanie by¢ w pewnym
momencie pomocne lekkoatletom w poprawie rezultatéw. Stad tez na kazdym z rysunkéw po-
za 3.3 widzimy spadek tempa rozwoju wspotczynnika v az do osiagniecia wartosci granicznej

Yoo-

3.4.3. Diagnostyka modelu wykladniczego antysymetrycznego

Zanim przejdziemy do jakichkolwiek konkluzji, powinnidmy jeszcze sprawdzi¢ czy zaloze-
nia 1.3.1 oraz 1.3.2 sa spelnione. Wiemy, ze zmienne z; oznaczajace numer kolejnej olimpiady
sa niezalezne, a ponadto liczba parametréw naszego modelu (4) jest znacznie mniejsza niz
liczba obserwacji (26). Dlatego tez bedzie nas wylacznie interesowalo sprawdzenie drugie-
go z zalozen. Diagnostyke przeprowadze dla modelu, ktéry po analizie RSS, wydawal sie
najdoktadniej opisywaé¢ dane. W dodatku B.4 umiescitem kody do wykreséw i testéw diagno-
stycznych, ktére wykonalem.

Wielokrotnie bede uzywal wyrazenia reszta (ang. residual) dlatego tez podkresle, ze reszta
nazywamy roéznice pomiedzy wartoscia zmiennej objasnianej, a wartoscia dopasowang przez
model (w naszym przypadku nieliniowy)

-~

i =y — f(zi,8) = yi — Ui

Wykorzystam réwniez temin wystandaryzowana reszta, ktory oznacza

gdzie 02 zgodnie z (1.3.3) oznacza nieobciazony estymator wariancji o2.

Funkcja nieliniowa f

Wydaje sie, ze wykres modelu wyktadniczego antysymetrycznego z optymalnymi parame-
trami (rysunek 3.9) dosy¢ doktadnie opisuje zbiér danych. Jednak dla pewnosci sprawdzimy
jak zmieniaja sie reszty w rozwazanym modelu w zaleznosci od predykeji wyznaczonych przez
krzywa nieliniowa.

Analizujac rysunek 3.10a o nagtéwku ,Residuals vs. Fittted” widzimy, ze wartosci reszt
zalezg ”sinusoidalnie” od warto$ci ;. Niestety nie jest to dobra informacja, poniewaz $wiadczy
to o tym, ze wybrany model nie jest az tak odpowiedni do opisu danych, jak mogto sie
wydawaé po analizie jego wykresu.

Homoskedastycznosé

Kolejnym zalozeniem, ktére powinnidémy sprawdzié jest ocena czy wariancje reszt sa jed-
norodne.
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Przygladajac sie rysunkowi 3.10b o nagléwku ,Scale location” nie jesteSmy w stanie
stwierdzi¢ jakiegokolwiek trendu, zadnej szczegdlnej zaleznosci funkcyjnej. Mozemy zatem
wnioskowaé, ze zatozenie o jednorodnosci wariancji reszt jest spelnione.

Rozklad normalny reszt

W dalszej kolejnodci powinnismy sprawdzi¢, czy reszty maja rozklad normalny. W tym
celu uzyjemy dwoéch narzedzi. Najpierw dokonamy analizy wykresu kwantylowego, a nastepnie
wykonamy jeszcze test diagnostyczny Shapiro-Wilka.

Punkty na rysunku 3.10c uktadaja si¢ wzdtuz lini prostej przerywanej. Zauwazmy jednak,
ze nie jest to prosta y = . Mozemy zatem wnioskowaé, ze reszty maja rozklad normalny,
ktéry jest liniowg transformacja standardowego rozkladu normalnego.

Zeby potwierdzié nasze przypuszczenia, przeprowadzimy dodatkowo test Shapiro-Wilka.

> shapiro.test (stdRes)
Shapiro-Wilk normality test

data: stdRes
W = 0.9711, p-value = 0.6529

Poniewaz p-wartos¢ wynosi 0.6529 mozemy stwierdzié, ze zaktadajac poziom istotnosci 0.05
nie mozemy odrzuci¢ hipotezy zerowej o normalnosci rozktadu reszt.

Niezalezno$é reszt

W celu zbadania czy reszty sa niezalezne dokonam analizy rysunku 3.10d, a nastepnie
wykonam test serii (ang. runs test).

Na rysunku o nagtéwku ,, Autocorrelation” widzimy, ze zgromadzone punkty ukladaja
sie w trend liniowy. Poniewaz sg one rozproszone, nie powinniémy by¢ pewni tej zaleznosci
dlatego tez przeprowadzimy dodatkowo test serii.

> runs.test (run)
Runs Test
data: run

Standard Normal = -2.3858, p-value = 0.01704
alternative hypothesis: two.sided

P-wartos¢ wynosi 0.01704. Ustalajac zatem poziom istotnosci réwny 0.05 mozemy odrzuci¢
hipoteze zerowa o losowosci reszt modelu wyktadniczego antysymetrycznego.

Whioski z diagnostyki

Podsumowujac wszystkie badania jakie wykonalem, mozemy stwierdzié, ze reszty maja
rozklad normalny o tej samej wariancji, ale niestety nie sa miedzy soba niezalezne. Co wiecej,
mozemy powiedzieé, ze zaleza one ”sinusoidalnie” od warto$ci dopasowanych przez model.
Mimo tego, ze wykres modelu wyktadniczego antysymetrycznego z optymalnymi parametrami
wskazuje na dobre dopasowanie do danych, to jak sie okazuje, nie spelnia on wszystkich
wymaganych zalozen.
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(a) (b)
Residuals vs. Fitted Scale location
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Rysunek 3.10: Wykresy diagnostyczne modelu wykladniczego antysymetrycznego:
(3.10a) wykres reszt w zaleznosci od predykeji g; modelu; (3.10b) wykres pierwiastkéw
z moduléw wystandaryzowanych reszt w zaleznosci od predykcj g; modelu; (3.10c) wy-
kres zalezno$ci pomiedzy wystandaryzowanymi resztami, czyli kwantylami probkowymi
a kwantylami teoretycznymi rozktadu normalnego. Przerywang linia oznaczona zostata
prosta taczaca I i III kwartyl; (3.10d) wykres przedstawiajacy zaleznosé¢ pomiedzy

(i 4+ 1)-sza a i-ta reszta. Opracowanie wlasne.

50




3.4.4. Usprawnienie modelu

Zanim zaprezentujemy ostateczne wyniki, warto przyjrzeé sig, jak wygladaja reszty
w modelu (3.2.5). Rysunek 3.11 nalezy rozumieé¢ w nastepujacy sposéb. Dla i-tej olimpia-
dy (i € {1,...,26}) oraz j-tego dystansu (j € {1,...,8}) zaznaczona zostala wartos¢ reszty
(Fij =Tij = Tij)-

0.07-
0.05 7 r\ \//
,/\ N ’ dystans
0.03- \/ dystan
| — N e
\/\/\/ -
-0.01- /\ 1500
AN\ 5000
-0.03- — 10000
,\//\/\// 42195
~0.05- W \
N ST\
-0.07-

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25
numer olimpiady

reszty

Rysunek 3.11: Wartosci reszt w zagniezdzonym modelu liniowym (3.2.5) dla poszczeg6l-
nych dystanséw w kolejnych latach olimpijskich. Opracowanie wlasne.

Widzimy wyraznie, ze cztery dystanse: 200 m, 400 m, 10000 m oraz maraton maja ujem-
ne reszty. Swiadezy to o tym, ze wartosci czaséw dopasowane przez model (3.2.5) dla tych
dystansow sa wieksze niz czasy przez nas zaobserwowane. Oczywiscie pomijajac przypadek
idelanego dopasowania krzywej do danych, obserwacje zawsze beda znajdowaly sie po obu
stronach najlepiej dopasowanych do niej krzywej. Zwréémy jednak uwage, ze reszty dla dy-
stansow 200 m, 400 m oraz maratonu sa ujemne przez wszystkie 26 olimpiad. Postaramy
sie zatem wykorzystacé te stabilnos¢ reszt i dokonaé korekty dla tych dystansow, dla ktorych
nasz model daje czasy gorsze niz wynosza rekordy dla poszczegdlnych olimpiad. Podkreslmy
najpierw, ze w celu znalezienia minimalnego czasu bedziemy korzystali z réwnania (3.2.4).
Dokonamy zatem nastepujacej korekty parmetru 7. dla dystanséw: 200 m, 400 m, 10000 m
oraz maratonu,

N =F — 7 )/ D; 3.4.3
Foo = Ao (ie{q}?}ﬁej}!n,ﬂ)/ s (3.4.3)

dzieki czemu otrzymamy nastepujacy wzor na obliczenie czaséw granicznych

too,j = exp(Too ),
gdzie

ie{1,...,26}

N A4+79Dj=A+7cD; — max |7 dlaj=2,3,7,8
Y| A+7.D; dla j =1,4,5,6
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3.4.5. Granice mozliwosci lekkoatletow

Znajac wartosci asymptoty poziomej o, oraz wprowadziwszy korekte mozemy przejsé¢ do
zaprezentowania szukanych granic mozliwosci lekkoatletéw na rozpatrywanych dystansach.

W tabeli 3.7 przedstawione zostaly czasy, ktére uzyskano po korekcie (3.4.3) dla trzech,
najlepszych wedlug wartosci RSS, rozwazanych przeze mnie modeli nieliniowych. Dla poréw-
nania umieszczone réwniez zostaly w drugiej kolumnie aktualne rekordy swiata. Dodatkowo
w trzeciej kolumnie przedstawione zostaly przewidywane wyniki w 2012 roku, gdzie 26 zosta-
ta wyznaczona przez model antysymetryczny wyktadniczy dla 26 olimpiady czyli 2012 roku.
Wyniki z trzeciej kolumny zostaly umieszczone, zeby podkreslié znaczenie korekty (3.4.3)
jakiej dokonano w poprzednim podrozdziale.

Przewidywane czasy (s) dla modelu:

Dystans (m) Aktualny rekord (s) Antysym.etryczny Granice mozliwosci
wyktadniczy
(2012) Antysym‘et ryczny  4-parametrowy Logistyczny
wyktadniczy Gompertza
100 9.58 9.53 9.36 9.42 9.47
200 19.19 20.57 18.75 18.88 19.01
400 43.18 44.4 41.19 41.5 41.84
800 101.01 95.83 93.35 94.14 94.98
1500 206 192.53 187.08 188.81 190.65
5000 757.35 732.49 708.41 716.04 724.19
10000 1577.53 1580.88 1489.19 1506.54 1525.09
42195 7382 7813.32 7023.04 7117.72 7219.15

Tabela 3.7: Przewidywane granice mozliwosci lekkoatletéw. W kolejnych kolumnach dane sa:
badany dystans; rekordy swiata z 2012 roku na wybranych dystansach; przewidywane cza-
sy na 2012 rok z gammag uzyskana przy pomocy modelu antysymetrycznego wyktadniczego;
przewidywane granice mozliwosci lekkoatletéw ze skorygowana gamma uzyskang kolejno przy
pomocy modeli: antysymetrycznego wyktadniczego, 4-parametrowego Gompertza i Logistycz-
nego.

Podsumowanie

Predykcje, ktére umieszczone zostaly w tabeli 3.7 dotycza nie bez powodu trzech réz-
nych modeli. Nalezy bowiem zaznaczy¢, ze model antysymetryczny wyktadniczy nie spetnia
wszystkich wymaganych zalozen. Dlatego tez umieszczono pozostate dwa modele, zeby po-
kazaé pewien przedzial granic mozliwosci lekkoatletow. Warto rowniez zaznaczy¢, ze korekta
czaséw jakiej dokonano z pewnoscia nie jest idealnym rozwiazaniem i pozwala przyjac¢ pewien
margines btedu przewidywanych czaséw.
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Z.akonczenie

W pracy tej przedstawiona zostata analiza danych rzeczywistych dotyczacych rekordéw
swiata lekkoatletéw w osmiu dyscyplinach biegowych na przestrzeni 100 lat. Analiza ta po-
stuzyla do znalezienia granic mozliwosci sportowcéw na rozwazanych dystansach.

Modelowanie oparte zostalo na trzech zagadanieniach teoretycznych: modele liniowe, test
ilorazu wiarogodno$ci oraz modele nieliniowe, ktére pokrotce oméwiono w rozdziale teore-
tycznym. W czesci praktycznej najpierw uzyto modelu potegowego do opisu zbioru danych.
W dalszej kolejnosci przeksztatcono model potegowy w model liniowy w celu utatwienia znale-
zienia ocen parametrow. Nastepne podrozdzialy zawieraly opis modelu zagniezdzonego, ktéry
mogl zostaé¢ wykorzystany w kolejnym etapie pracy dzieki pozytywnemu wynikowi testu ilora-
zu wiarogodnoéci. W ostatnim podrozdziale wykorzystano zestaw modeli nielinowych w celu
przyblizenia zachowania si¢ wspotczynnika v w kolejnych latach olimpijskich. Ostatecznie wy-
brano trzy modele nieliniowe, najlepiej opisujace zachowanie wspétczynika nachylenia modelu
zagniezdzonego i znaleziono ich asymptoty poziome. Dzigki temu mozliwe bylo wyznaczenie
granic mozliwosci lekkoatletow po uwzglednieniu odpowiedniej korekty.

53






Dodatek A

Rozklad ()R macierzy

W podrozdziale 1.1.2 wielokrotnie bede uzywal dekompozycji QR macierzy planu X.
Dlatego tez warto przypomnie¢ czym jest rozktad QR. Wszystkie oznaczenia z rozdziatu 1.1
pozostaja w mocy.

Szeroki rozklad QR: Kazda rzeczywista macierz pelnego rzedu X wymiaru n x p (p < n)
mozna zapisaé¢ jako iloczyn macierzy ortogonalnej @ wymiaru n x n (QTQ = I,x,) oraz
macierzy gornotrdjkatnej R wymiaru n X p:

] [
X=QR=|q In | | 0* 1, (A.0.1)
I 0
— p
nxn
gdzie q1,...,q, oznaczaja ortogonalne kolumny macierzy @)

Waski rozklad QR: Poniewaz (n — p) dolnych wierszy macierzy R jest zerowa to mozemy
odpowiednio skréci zapis:

x-on-0| B~ [ofo] | 2]

L 0 : 0
=Q1R1 = |01 % {0 *] (A.0.2)
nxp
gdzie ()1 jest macierza wymiaru n x p o ortogonalnych kolumnach ¢1,.. ., gp, a Ry jest macierzy

gérnotrdjkatng wymiaru p X p.

Warto réwniez podkresli¢, ze kolumny macierzy (1 otrzymywane sa w wyniku ortogo-
nalizacji Gramma-Schmidta kolumn macierzy X. Dlatego tez Q1 jest macierzg ortogonalng
(QTQ, = Ipxp), a jej kolumny rozpinaja te sama przestrzen co kolumny macierzy X.
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Dodatek B

Kody programu R uzyte w pracy

B.1. Oszacowanie wpoétczynnikéw «o; oraz j;
Przedstawiony program znajduje oceny @z, 3; (i € {1,...,n}) modelu (3.2.3)
T = Db, + €.
Algorytm podzielilem na dwa etapy:

e Wcezytywanie danych z tabeli 3.1,

e Wyznaczenie ocen a;, 3;.

Wezytywanie danych

W pierwszym kroku wczytatem przy pomocy funkcji read.table () dane z pliku dane. csv,
przechowujacego informacje zgromadzone w tabeli 3.1. Nastepnie korzystajac z polecenia
as.matrix() zapisalem wczytane dane w formacie macierzowym.

setwd ("C:/Users/Witek/Desktop/Praca licencjacka/analiza danych/dane by me/R")
dane<-as.matrix (read.table("dane.csv",sep=";",dec=",",header=FALSE))

Listing B.1: Wezytywanie danych.

Wyznaczanie ocen

W kolejnym kroku zajalem sie wyznaczeniem ocen parametrow oy, Bz . Dodatkowo wy-
znaczylem réwniez wspétczynniki determinacji R? oraz sumy kwadratéw reszt (ang. RSS)
dla i-tego podmodelu (3.2.2).

# Postaé¢ ogdélna modelwu

dane_ml <- dane[,2:ncol(dane)] # dane bez kolumny "Rok"
rownames (dane_m1) <- danel[,1]

n<-nrow(dane_ml) # liczba wierszy macierzy dane_ml
m<-ncol (dane_ml) # liczba kolumn macierzy dane_ml
dane_ml_po <- as.data.frame(as.table(dane_ml))

# dodaje do ramkt danych wszystkte zmienne objasniane Log(T)
dane_ml_po$logT <- log(dane_ml_pol[,3])

# dodaje do ramki danych wszystkie zmiennn objasniajgce Log (D)
dane_ml_po$logD <- log(as.numeric(as.character (dane_ml_pol[,2]1)))
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# Oceny wspélczynnikéw modelu wraz 2z ich bltedami

alpha<-c() # wektor ocen parametru alpha

beta<-c() # wektor ocen parametru beta

er_alpha<-c() # wektor bledéw ocen parametru alpha

er_beta<-c() # wektor bledéw ocen parametru beta

modell <- summary(lm(logT~logD:Varl + Varl-1, data=dane_ml_po)) # podsumowanie modelu
alpha<-coef (modell) [1:n,1]

er_alpha<-coef (modell) [1:n,2]

beta<-coef (modell) [(n+1) : (2*n) ,1]

er_beta<-coef (modell) [(n+1) :(2%n) ,2]

# Znajduje Srednie ze zmiennych objasSnianych Log(T_ij) dla i-tego roku olimpijskiego
M<-vector ("integer",n) # wektor Srednich zmiennych objasnianych
t<-dane_ml_po[,4] # wektor 208 zmiennych objasnianych dla wszystkich lat olimpijskich
for (i imn 1:mn){

for (j in 1:m){

MIi]<-M[iJ+t[i+n*x(j-1)]

}

MLil<-M[i]/m
}

# Petla znajdujaca szczegoly (R"2, RSS) dotyczace i-tego podmodelu regresjt
res<-residuals (modell)
TSS<-vector("integer",n) # <inticjalizacja wektora TSS
RSS<-vector("integer",n) # inicjalizacja wektora RSS
Rsq<-vector("integer",n) # intcjaltizacja wektora RSQ
for (i imn 1:mn){
for (j in 1:m){
RSS[i]<-RSS[il+res[i+n*(j-1)]1"2
TSS[i]<-TSS[il+(t[i+n*(j-1)1-M[i]) "2
}
Rsq[il<-1-RSS[i]l/TSS[il
}

Listing B.2: Wyznaczanie ocen a; oraz (3.

B.1.1. Wykresy ocen wspoélczynnikéw «; oraz E w zaleznosci od roku

Program stuzy do narysowania wykresow przedstawiajacych zaleznosci pomiedzy rokiem
a estymatorami @; oraz 3;. W tym celu uzylem pakietu ggplot2 (zrédlo: [3],[6]), przy pomocy
ktorego mozna w bardzo prosty sposéb dodawaé kolejne warstwy wykresu. Najwazniejsza
funkcja tego pakietu, ktéra wykorzystatem do stworzenia moich wykreséw jest ggplot Q).

inv<-function (x){
d<-length(x)
temp<-c ()
for (i in 1:4d){

temp [i]<-x[d+1-1i]
}

inv<-temp

Listing B.3: Funkcja inv odwracajaca kolejno$¢ elementéw w wektorze.

library (ggplot2) # BIBLIOTEKA PAKIETU GGPLOT2
rok<-dane[1:n,1] # wektor kolejnych lat olimpijskich
M_alpha<-mean (alpha) # Srednie przeciecie
M_beta<-mean(beta) # Srednie nachylenie

# int_a_dane - punkty w ktdérych znajdujqg sie konce przedziatow ufnosSci alphy

int _a_dane<-data.frame (int_a_x=c(rok,inv(rok)),
int_a_y=c(alpha+er_alpha,inv(alpha-er_alpha)))

# a_dane - punkty (rok,alpha)

a_dane<-data.frame (r=rok,przeciecie=alpha)
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plot_a<-ggplot (data=a_dane,aes (x=r,y=przeciecie))+ # FUNKCJA GGPLOT ()
scale_x_continuous (breaks=seq(min(a_dane$r) ,max (a_dane$r) ,by=10))+
scale_y_continuous (breaks=round(seq(min(int_a_dane$int_a_y),
max (int_a_dane$int_a_y) ,by=0.02) ,2))+
labs (x="rok",y="przeciecie (alpha)")+
geom_polygon(data=int_a_dane,aes(x=int_a_x,y=int_a_y),col=gray,alpha=0.2)+
geom_point (col="blue")+
geom_line(col="blue")+
geom_hline (aes(yintercept=M_alpha) ,col="red")+
geom_text (x=1992,y=-2.865,
label="s r e dnie alpha =-2.2856 2",col="red")
plot_a<-plot_a+theme_bw ()
plot_a+theme (axis.title=element_text(size=15) ,axis.text=element_text(size=15))

Listing B.4: Kod do wykresu rok - przecigcie (o).

# int_b_dane - punkty w ktdérych znajdujqg sie konce przedziatow ufnosSci bety

int_b_dane<-data.frame (int_b_x=c(rok,inv(rok)),
int_b_y=c(beta+er_beta,inv(beta-er_beta)))

# b_dane - punkty (rok,beta)

b_dane<-data.frame (r=rok,nachylenie=beta)

plot _b<-ggplot (data=b_dane,aes (x=r,y=nachylenie))+ # FUNKCJA GGPLOT ()
scale_x_continuous (breaks=seq(min(b_dane$r) ,max(b_dane$r) ,by=10))+
scale_y_continuous (breaks=round(seq(min(int_b_dane$int_b_y),
max (int_b_dane$int_b_y) ,by=0.005) ,3))+
labs (x="rok",y="nachylenie (beta)")+
geom_polygon(data=int_b_dane ,aes(x=int_b_x,y=int_b_y) ,col=gray,alpha=0.2)+
geom_point (col="blue")+
geom_line(col="blue")+
geom_hline (aes(yintercept=M_beta),col="red")+
geom_text (x=1930,y=1.116,1label="s r e d n i e b e ta = 1. 118 5 ",col="red")
plot_b<-plot_b+theme_bw ()
plot_b+theme (axis.title=element_text(size=15) ,axis.text=element_text(size=15))

Listing B.5: Kod do wykresu rok - nachylenie (BAZ)

B.2. Model alternatywny - oszacowanie wspolczynnika
Ponizszy kod ma na celu znalezienie ocen 4; modelu (3.2.5)
T = Dy +&.

Dodatkowo wyznaczylem réwniez wspétezynniki determinacji R? oraz sumy kwadratéw reszt
(ang. RSS) dla i-tego podmodelu (3.2.4).
Wszystkie oznaczenia z Dodatku B.1 pozostaja w mocy.

# Oceny wspdtczynnikdéw modelu

gamma_ma<-c() # wektor ocen parametru gamma

er_gamma_ma<-c() # wektor bledow ocen parametru gamma

model2<-summary (lm(logT~logD:Varl, data=dane_ml_po)) # podsumowanie modelu

# Pierwszy wspotczynnik to przeciecie, ktdre jest

# takie samo dla wszystkich podmodeli rTegresji 1 wynosi A=-2.8562
gamma_ma<-coef (model2) [2:(n+1) ,1]
er_gamma_ma<-coef (model2) [2: (n+1) ,2]

# Petla znajdujgca szczegdély (R"2, RSS) dotyczgce i-tego podmodelu rTegresji
res_ma<-residuals (model2)

RSS_ma<-vector ("integer",n) # inicjalizacja wektora RSS_ma

Rsq_ma<-vector ("integer",n) # inicjalizacja wektora RSQ_ma
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for (i in 1:mn){
for (j in 1:m){
RSS_ma[i]<-RSS_mal[il+res_mal[i+n*(j-1)]1"2
}
Rsq_mal[il<-1-RSS_mal[i]/TSS[il
}

Listing B.6: Wyznaczanie ocen #;.

B.2.1. Wykres ocen wspdlczynnika 4; w zaleznosci od roku

W wyniku dzialania ponizszego kodu narysowane zostaly wykresy przedstawiajace za-
leznosci pomiedzy rokiem a estymatorem ~;. Do ich narysowania uzylem ponownie pakietu

ggplot2.

# Przypomnijmy, 2ze funkcja inv odwraca kolejnosé elementéw w wektorze

# int_g_dane - punkty w ktdérych znajdujqg sie konce przedziatow ufnosSci gammy
int_g_dane<-data.frame(int_g_x=c(rok,inv(rok)),
int_g_y=c(gamma_ma+er_gamma_ma, inv(gamma_ma-er_gamma_ma)))

# g_dane - punkty (rok, gamma)
g_dane<-data.frame (r=rok,nachylenie_g=gamma_ma)

plot_g<-ggplot (data=g_dane,aes (x=r,y=nachylenie_g))+
scale_x_continuous (breaks=seq(min(g_dane$r) ,max(g_dane$r) ,by=10))+
scale_y_continuous (breaks=round(seq(min(int_g_dane$int_g_y),

max (int _g_dane$int_g_y)+0.002,by=0.002) ,3))+

labs (x="rok",y="nachylenie (gamma)")+
geom_polygon(data=int_g_dane ,aes(x=int_g_x,y=int_g_y) ,col=gray,alpha=0.2)+
geom_point (col="blue")+
geom_line(col="blue")

plot_g<-plot_g+theme_bw ()

plot_g+theme (axis.title=element_text(size=15) ,axis.text=element_text(size=15))

Listing B.7: Kod do wykresu rok - nachylenie(7;).

B.3. Modele nieliniowe - oszacowanie wspotczynnikow

Zamieszczony w tym podrozdziale kod znajduje oceny parametréw modelu wyktadniczego
antysymetrycznego. Podkredle, ze kody do pozostalych modeli, ktore zostaly wymienione
w tabeli 3.6 r6znia sie¢ w niewielkim stopniu. Dlatego postanowitem umiesci¢ jedynie kod do
modelu o najmiejszej wartoéci RSS.

Warto réwniez wspomnieé, ze ponizszy kod zakonczyl si¢ po szedciu iteracjach, przy do-
myslnym poziomie kontroli zbieznosci 1e-5. Niewielka liczba iteracji potrzebnych do uzyska-
nia zadanej zbieznos$ci wskazuje, ze dobrze zostaly wybrane parametry poczatkowe,
a minimalna warto$¢ RSS, ktéra wyniosta w tym przypadku 4.91e-6 wskazuje, ze krzywa
z optymalnymi parametrami bardzo dokltadnie opisuje zbiér danych.

Wszystkie oznaczenia z dodatkéw B.1 i B.2 pozostaja w mocy.

n_olimpiady<-(rok-1908)/4 # zmienna rok po transformacji mna "numer olimpiady"
g_dane_pred<-data.frame(x=n_olimpiady ,y=gamma_ma) # 2zbidr danych do opracowania modelu
nieliniowego

# Definiuje funkcje wykorzystywang w modelu wyktadniczym antysymetrycznym
fun4<-function(x,phil,phi2,phi3,phi4d){
ifelse(x>=phi3,phid+phil*exp(-phi2*(x-phi3)),
phi4+phil* (2-exp (phi2* (x-phi3))))
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# Chcemy kontrolowaé nasze Tozwigzania
control<-nls.control(tol=1e-5,warnOnly=TRUE,printEval=TRUE)

# stosuje funkcje nls
model .4<-nls(y~fun4 (x,phil,phi2,phi3,phi4), data=g_dane_pred,
start=1ist (phi1=0.016,phi2=0.069,phi3=10.267 ,phi4=1.1037) ,control, trace=
TRUE)
deviance (model .4) # metoda do wyznaczenia minimalnego RSS dla parametriw
mod4<-summary (model .4)
coef (mod4) # metoda do wyznaczenia estymatordw parametrow < bledéw estymatordw
phil.4<-coef (mod4) [1,1] # estymator phil.4
er_phil.4<-coef (mod4) [1,2] # blgd estymatora phil.4
phi2.4<-coef (mod4) [2,1] # estymator phi2.4
er_phi2.4<-coef (mod4) [2,2] # blgd estymatora phi2.4
phi3.4<-coef (mod4) [3,1] # estymator phi3.4
er_phi3.4<-coef (mod4) [3,2] # blgd estymatora phi3.4
phi4 .4<-coef (mod4) [4,1] # estymator phi4.4
er_phid.4<-coef (mod4) [4,2] # blgd estymatora phi4.4

B.3.1. Wykres modelu wyktladniczego antysymetrycznego

W wyniku dzialania ponizszego kodu narysowany zostal wykres ocen parametru v dla
kolejnych olimpiad wraz z krzywymi modelu wykladniczego antysymetrycznego. Dodatkowo
narysowana zostala pozioma asymptota v, dla krzywej z optymalnymi parametrami.

par (lab=c(14,10,10) ,mar=c(5,6,4,2)) # ustawtienia okna graficznego

plot(y~“x,data=g_dane_pred,las=1,xlab="numer olimpiady",ylab="",
xlim=c(min(x) ,max(x)+2),
ylim=c(1.085,1.131) ,col="blue" ,pch=16,cex=0.7)

mtext ("nachylenie (gamma)",side=2,line=4.5)

grid(lty=1,1lwd=1)

# Zaznaczam dane, czyli oceny parametru gamma w poszczegdolnych olimpiadach
points(y~“x,data=g_dane_pred,col="blue",pch=16,cex=0.7)

# Model nieliniowy 2z parametramti poczgtkowymsi
curve (fun4 (x,thetal1=0.016,theta2=0.069,theta3=10.267,thetad=1.1037),
add=TRUE, 1ty=2, from=1,to0=29)

# Model nieliniowy 2z najlepszymti parametrami
curve (fun4 (x,thetal.4,theta2.4,theta3.4,theta4.4) ,add=TRUE,1lty=2,
from=1,to0=29,col="red")

# Punkt przegiecia

x_p=thetal3.4

y_p=fund (x_p,thetal.4,theta2.4,theta3.4,thetad .4)
points (x=x_p,y=y_p,col="brown",pch=8)

# Pozioma asymptota gamma inf
abline (h=theta4.4,1lty=5,col="green")

B.4. Diagnostyka modeli

W ponizszym rozdziale zamieszczone sa kody do wykreséw i testéw diagnostycznych, ktore
znajduja sie w podrozdziale 3.4.3.

# 1.Wykres residuals vs fitted

# Sprawdzamy czy funkcja nieliniowa jest dobrze dopasowana.

par (mar=c(5,6,4,2))

plot (residuals (model .4) "fitted(model.4) ,las=1,xlab="Fitted values",
ylab="" ,main="Residuals vs Fitted")
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mtext ("Residuals",side=2,1ine=4.5,cex=1)
abline (h=0,1ty=2)

# 2. Wykres pierwiastkéow moduldw wystandaryzowanych reszt.
# Sprawdzamy w ten sposéb czy wariancja jest jednorodna.
plot (sqrt (abs(residuals (model .4)/summary (model.4)$sigma))~

fitted (model.4),las=1,xlab="Fitted values",

ylab="" ,main="Scale location")

mtext ("sqrt (| Standardized Residuals|)",side=2,line=3.5, cex=1)
stdRes<-residuals (model .4)/summary (model .4) $sigma
qqnorm (stdRes ,las=1,xlab="Theoretical quantiles",

ylab="" ,main="QQ-plot")
mtext ("Standardized residuals",side=2,line=3, cex=0.8)
qqline (stdRes ,1lty=2)

# 3. Wykres kwantylowy dla rozktadu normalnego
# Sprawdzamy czy kwantyle empiryczne majqg faktycznie rozktad normalny
stdRes<-residuals (model .4) /summary (model.4) $sigma
qqnorm (stdRes ,las=1,xlab="Theoretical quantiles",
ylab="" ,main="QQ-plot")
mtext ("Standardized residuals",side=2,line=3, cex=0.8)
qqline (stdRes ,lty=2)

# Test Shapiro-Wilka (normalnosé reszt)
shapiro.test (stdRes)

# 4. Wykres zaleznosSci pomiedzy kolejnymi resztamt.
# Sprawdzamy w ten sposéb czy zatozenie o niezaleZnodcti reszt jest spetnione
plot(residuals (model.4) ,c(residuals(model.4) [-1], NA),las=1,
xlab="Residuals i",ylab="",main="Autocorrelation")
mtext ("Residuals i+1",side=2,1line=4.5)
abline (h=0,1ty=2)

# Test serii (losowo$Sé reszt)

require (tseries)

# kodujemy odpowiednio sertie

run<-as.factor (residuals (model .4)>mean(residuals (model.4)))
runs.test (run)
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