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Rozdziat 1

Kilka stéw zamiast wstepu

na przetaj ,najkrotszq drogq, nie trzymajgc sie wytyczonej trasy”
Stownik Jezyka Polskiego PWN

,Kto chodzi na skroty, ten nie $pi w domu”
Madrosé¢ ludowa ;-)

»Nie ma drogi na skroty, do miejsca do ktorego, warto dojsc”

Edith

W potowie roku 2010 te notatki zostaly otwarte”. Osoby chcace je rozwijac
sg do tego goraco zachecane. Ponizej znajduje si¢ aktualna lista autoréw kolejnych
rozdziatow

e Rozdzialy 2 do 6 przygotowuje Przemek Biecek,
przemyslaw.biecek@gmail.com.

e Rozdzialy 7 do 13 przygotowuje Krzysiek Trajkowski,
seaproject@poczta.onet.pl.

Notatki zatytulowane ,na przetaj” przygotowane sa jako materialy pomocnicze.
Kazdy moze z nich korzystac¢, pamictajac jednak ze:

e Notatki zostaly przygotowane tak, bym utatwi¢ wykonywanie pewnych analiz
w R, nacisk zostal potozony na poznanie pakietu R jako narzedzia do wyko-
nywania danych analiz.

e Notatki NIE ZOSTALY przygotowane tak by uczy¢ sie z nich metodologii.
NIE SA tutaj dyskutowane zagadnienia teoretyczne, nie ma tu wyprowadzen,
nie ma sprawdzenia niektorych zatozen. Od tego sa ksiazki, staram sie w bi-
bliografii zamiesza¢ lepsze pozycje ktore udato mi si¢ znalezé.
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e Notatki przygotowuje uczac sie danych metod, NIE SA wiec to materiaty ze-
brane przez eksperta, czasami nie sa to nawet materialy czytane po raz drugi.
Chetnie ustysze co w takich notatkach powinno sie znalezé dodatkowo, co jest
niejasne lub co jest btedem tak merytorycznym jak i jezykowym.

Analiza danych to nie tylko klasyczna statystyka z zagadnieniami estymacji i te-
stowania (najczesciej wykladanymi na standardowych kursach statystyki). Znaczny
zbior metod analizy danych nazywany technikami eksploracji danych lub data mi-
ning dotyczy zagadnien klasyfikacji, identyfikacji, analizy skupien oraz modelowania
ztozonych proceséw. Wiasnie te metody beda nas interesowac¢ w ponizszym rozdziale.

Data mining to szybko rosnaca grupa metod analizy danych rozwijana nie tylko
przez statystykow ale gltownie przez biologéw, genetykow, cybernetykdéw, informa-
tykow, ekonomistéw, osoby pracujace nad rozpoznawaniem obrazéw, mysli i wiele
innych grup zawodowych. Podobnie jak w poprzednich rozdziatach nie bedziemy do-
ktadnie omawia¢ poszczegdlnych algorytmoéw ani szczegdtowo dyskutowac kontekstu
aplikacyjnego danej metody. Zaktadamy, ze czytelnik zna te metody, zna ich zalo-
zenia i podstawy teoretyczne ale jest zainteresowany w jakich funkcjach pakietu R
sa one zaimplementowane. Stad tez skrotowe traktowanie wielu zagadnien. Osoby
szukajace wiecej informacji o sposobie dziatania poszczegdlnych algorytméw znajda
z pewnoscig wiele pozycji poswieconym konkretnym metodom, szczegdlnie polecam
ksigzki [26] oraz [25].

Przedstawione metody zostaty podzielone na trzy grupy. Pierwsza z nich to me-
tody zwiazane z zagadnieniem redukcji wymiaru. Te metody sg réwniez wykorzy-
stywane do ekstrakcji cech oraz do wstepnej obrébki danych, stanowig wiec czesto
etap posredni w analizach. Druga grupa metod zwigzana jest z zagadnieniem analizy
skupien (w innej nomenklaturze nazywanym uczeniem bez nadzoru). Przedstawia-
ne beda metody hierarchiczne oraz grupujace. Ostatnia grupa metod zwiazana jest
z zagadnieniem dyskryminacji (w innej nomenklaturze - uczeniem pod nadzorem lub
klasyfikacja).

To paraphrase
provocatively,
’machine
learning is
statistics
minus any
checking of
models and
assumptions’.

Brian D.
Ripley (about
the difference
between
machine
learning and
statistics)
fortune(50)
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Redukcja wymiaru

Metody redukcji wymiaru umozliwiaja przedstawienie obserwacji w przestrzeni o
zadanym wymiarze, nizszym niz w przypadku oryginalnych danych.

Przedstawimy wybrane metody na przyktadzie danych z réznych wojewodztw
(zbiér danych daneGUS, patrz ostatni rozdziat). Dla kazdego wojewddztw zebra-
no informacje o liczbie studentéw w tych wojewodztwach w rozbiciu na 16 grup
kierunkow. Kazde wojewodztwo jest wiec opisane wektorem 16 liczb.

Przypusémy, ze chcemy przedstawic¢ graficznie te wojewddztwa. Jak uwzglednic
wszystkie 16 parametréw? Jednym z rozwigzan jest uzycie metod redukcji wymiaru i
liczby zmiennych z 16 do 2. Opisanie kazdego z wojew6dztw dwoma liczbami utatwi
przedstawianie graficzne tych wojewodztw.

Wiec do dzietal

Redukcja wymiaru czesto jest posrednim etapem w zagadnieniu klasyfikacji, ana-
lizy skupien czy regresji. W okreslonych sytuacjach pozwala na poprawe skutecznosci
tych metod, zwieksza stabilnos$¢ a czasem pozwala na uwzglednienie w analizach du-
zej liczby zmiennych. Jest tez popularnie wykorzystywana metoda do wizualizacji
wielowymiarowych zmiennych, dane sa redukowane do przestrzeni dwuwymiarowej,
w ktorej juz tatwo je przedstawi¢ na wykresie. Metody z tej grupy sa réwniez nazy-
wane metodami ekstrakcji cech, poniewaz w wyniku redukcji wymiaru tworzone sg
nowe cechy, ktére mogg by¢ wykorzystane do innych zagadnien.

2.1 Analiza sktadowych gtéwnych (PCA, ang. Prin-
cipal Components Analysis)

Analiza sktadowych gtéwnych stuzy do wyznaczania nowych zmiennych, ktérych
mozliwie maty podzbior bedzie mowit mozliwie duzo o catej zmiennosci w zbiorze
danych. Nowy zbior zmiennych bedzie tworzyt baze ortogonalng w przestrzeni cech.
Zmienne beda wybierane w ten sposob by pierwsza zmienna odwzorowywata mozli-
wie duzo zmiennosci w danych (po zrzutowaniu obserwacji na ten wektor, chcemy by
wariancja rzutéw byla najwyzsza). Po wyznaczeniu pierwszej zmiennej wyznaczamy
druga, tak by byta ortogonalna do pierwszej, i wyjasniata mozliwie duzo pozostaltej
zmiennosci, kolejng zmienng wybieramy tak by byta ortogonalna do dwoch pierw-
szych itd.
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Tak uzyskany zbiér wektorow tworzy baze ortogonalng w przestrzeni cech, a co
wigcej pierwsze wspotrzedne wyjasniaja wigkszos¢ zmiennosci w obserwacjach. Ce-
lem metody sktadowych gtéwnych jest wiec znalezienie transformacji uktadu wspoét-
rzednych, ktora lepiej opisze zmiennos¢ pomiedzy obserwacjami. Przyktad takiej
transformacji pokazujemy na rysunku 2.1. Przedstawiamy obserwacje w oryginal-
nym ukladzie wspéhrzednych (lewy rysunek) i w nowym uktadzie wspoélrzednych
(prawy rysunek).

3 ° 2 -1 0 1 2 3 -4 -2 0 2 4

Rysunek 2.1: Przyklad transformacji zmiennych z uzyciem metody PCA.

W pakiecie R dostepnych jest kilka implementacji metody sktadowych gtéwnych.
Przedstawione ponizej najpopularniejsze wersje znajduja sie w funkcjach prcomp (stats)
i princomp(stats) z pakietu stats. Inne popularne wersje znalez¢é mozna w funk-
cjach PCA(FactoMineR), cmdscale (MASS) lub pca(pcurve).

Poszczegolne implementacje réznig si¢ metodami wykorzystanymi do znalezienia
nowego uktadu zmiennych. W przypadku funkcji prcomp () nowe zmienne wyznacza-
ne sg z z uzyciem dekompozycji na wartosci osobliwe SVD. Ten sposéb wyznaczania
sktadowych gléwnych jest zalecany z uwagi na duza dokladno$¢ numeryczng. W
funkcji princomp () sktadowe gléwne sa wyznaczane poprzez wektory wlasne macie-
rzy kowariancji pomiedzy zmiennymi, uzywana jest wiec dekompozycja spektralna.
Teoretyczne wlasciwosci wyznaczonych sktadowych gtownych beda identyczne, jed-
nak w okreslonych sytuacjach otrzymane wyniki dla poszczegdlnych funkcji moga
sie roznic.

Ponizszy kod pokazuje w jaki sposob dziala funkcja princomp(). Wyznaczane
sa wektory wlasne macierzy kowariancji, tworza one macierz przeksztatcenia dla
danych.

kowariancja = cov(dane)
eig = eigen(kowariancja)
noweDane = dane %xJ, eig$vectors
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Ponizszy kod pokazuje w jaki sposob dziata funkcja prcomp (). Wykorzystywana
jest dekompozycja SVD.

svdr = svd(dane)
noweDane = dane %x*% svdr$v

Obu funkcji do wyznaczania sktadowych gtéwnych uzywa si¢ w podobny sposob,
kolejne argumenty okreslaja zbiér danych (mozna wskazaé¢ macierz, ramke danych,
lub formute okreslajaca ktére zmienne maja byé transformowane) oraz informacje
czy zmienne powinny by¢ uprzednio wycentrowane i przeskalowane. To czy dane
przed wykonaniem analizy sktadowych gltéwnych maja by¢ przeskalowane zalezy od
rozwigzywanego problemu, w wickszosci sytuacji skalowanie pozwala usunaé¢ wptyw
takich artefaktow jak rézne jednostki dla poszczegdlnych zmiennych. W obiektach
przekazywanych jako wynik przez obie funkcje przechowywane sa podobne informa-
cje, cho¢ w polach o réznej nazwie. Wynikiem funkcji prcomp() jest obiekt klasy
prcomp, ktorego pola sa wymienione w tabeli 2.1.

Tabela 2.1: Pola obiektu klasy prcomp.

$sdev Wektor odchylen standardowych dla obserwacji. Kolej-
ne zmienne odpowiadaja odchyleniom standardowym
liczonym dla kolejnych sktadowych gtéwnych.

$rotation Macierz obrotu przeksztatcajaca oryginalny uktad
wspolrzednych w nowy uktad wspotrzednych.

$center Wektor wartosci wykorzystanych przy centrowaniu ob-
serwacji.

$scale Wektor wartosci wykorzystanych przy skalowaniu ob-
serwacji.

$x Macierz wspotrzednych kolejnych obserwacji w nowym

uktadzie wspotrzednych, macierz ta ma identyczne wy-
miary co oryginalny zbiér zmiennych.

Dla obiektow klasy prcomp dostepne sa przecigzone wersje funkeji plot (), summary (),

biplot (). Ponizej przedstawiamy przyktadowe wywotanie tych funkcji. Graficzny
wynik ich dziatania jest przedstawiony na rysunku 2.2. Lewy rysunek przedstawia
wynik dla funkcji plot () a prawy przedstawia wynik funkcji biplot () wykonanych
dla argumentu klasy prcomp. Na lewym rysunku przedstawione sa wariancje wy-
jasnione przez kolejne wektory nowego uktadu wspoétrzednych. Ta informacja jest
podawana rowniez przez funkcje summary (). Prawy rysunek przedstawia biplot, na
ktorym umieszczone sg dwa wykresy. Jeden przedstawia indeksy obserwacji przedsta-
wione na uktadzie wspotrzednych okreslonych przez dwie pierwsze sktadowe gléwne
(w tym przypadku dwie wspéhrzedne wyjasniaja okoto 50% calej zmiennosci). Drugi
rysunek przedstawia kierunki w ktorych dziatajg oryginalne zmienne, innymi stowy
przedstawiaja jak warto$¢ danej zmiennej wptywa na wartosci dwoch pierwszych
sktadowych gtéwnych.

Jezeli wektory maja przeciwne zwroty to dane zmienne sa ujemnie skorelowane
(nie mozna jednak oceni¢ wartosci korelacji), jezeli zwroty sa prostopadtle to zmienne
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sg nieskorelowane, a jezeli zwroty sg bliskie to zmienne sg dodatnio skorelowane.

# przygotowujemy dane, usuwamy zmienne jakoSciowe = brakujgce przypadk?
dane = na.omit(daneO[,-c(4,5,6,7)]1)

# wykonujemy analize sktadowych giownych, mormalizujgc wczesniej zmienne
wynik = prcomp(dane, scale=T)

# jak wyglgda obiekt z wynikami od Srodka
str(wynik)
List of 5
$ sdev : num [1:5] 1.153 1.068 0.963 0.916 0.873
$ rotation: num [1:5, 1:5] 0.5016 0.0935 -0.4244 0.4878 -0.5671 ...
..— attr(*, "dimnames")=List of 2
..$ : chr [1:5] "Wiek" "Rozmiar.guza" "Wezly.chlonne" "Okres.bez.
wznowy"
.. ..$ : chr [1:5] "PC1" "PC2" "PC3" "PC4"
$ center : Named num [1:5]  45.417 1.271 0.417  37.406 2640.896
..— attr(*, "names")= chr [1:5] "Wiek" "Rozmiar.guza" "Wezly.chlonne" "
Okres.bez.wznowy"
$ scale : Named num [1:5] 6.206 0.447 0.496 9.527 3616.045
..— attr(*, "names")= chr [1:5] "Wiek" "Rozmiar.guza" "Wezly.chlonne" "
Okres.bez.wznowy"
$ x : num [1:96, 1:5] -1.5446 0.0105 -1.4565 -1.2352 -1.2541 ...
..— attr(x, "dimnames")=List of 2
..$ : chr [1:96] "1in" "2" "3" "4"
..$ : chr [1:5] "PC1i" "PC2" "PC3" "PC4"
- attr(*, "class")= chr "prcomp"
> # ten wykres przedstawia ile wariancjt jest wyjasSnione przez kolejne
zmienne
> plot(wynik)
> # zamiast obrazka mozemy te informacje mieé przedstawiong jako ramke
danych
> summary (wynik)
Importance of components:
PC1 PC2 PC3 PC4 PC5
Standard deviation 1.153 1.068 0.963 0.916 0.873
Proportion of Variance 0.266 0.228 0.185 0.168 0.153
Cumulative Proportion 0.266 0.494 0.680 0.847 1.000
> # narysujmy biplot dla tych wynikow
> biplot (wynik)

V V. V V V V V

I jeszcze przyktad dla danych GUSowskich

> # przygotowujemy dane, wybieramy tylko kolumny dotyczgce studentiw
> dane = daneGUS[,5:19]

> # wykonujemy analize skiadowych giownych
> wynik = prcomp(dane, scale=T)
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> # ten wykres przedstawia ile wariancjt jest wyjasSnione przez kolejne
zmienne
> plot(wynik)

> # zamiast obrazka mozemy te informacje mieé przedstawiong jako ramke
danych
> summary (wynik)
Importance of components:
PC1  PC2 PC3 PC4 PC5
Standard deviation 3.327 1.199 0.8443 0.7418 0.5666 ...
Proportion of Variance 0.738 0.096 0.0475 0.0367 0.0214 ...
Cumulative Proportion 0.738 0.834 0.8815 0.9182 0.9396 ...

> # narysujmy biplot dla tych wynikow
> biplot (wynik)

Zobaczmy jak wyglada macierz przeksztalcenia. Mozna z niej odczytaé¢ w jaki
sposob poszcezegdlne wspotrzedne wpltywaja na kolejne sktadowe.

W przypadku pierwszej sktadowej wspotezynniki przy praktycznie kazdej zmien-
nej wynosza okoto —0.25. W przyblizeniu oznacza to, ze pierwsza sktadowa bedzie
odpowiadata -tacznej liczbie studentéw w danym wojewddztwie. A wiec im wiecej
studentéw tym mniejsza wartosé pierwszej sktadowej.

Druga sktadowa jest juz ciekawsza, poniewaz réoznym wojewddztwom odpowia-
daja rézne wspotczynniki. Wojewddztwa o duzych wartosciach na drugiej sktadowe;j
to wojewodztwa z ,nadreprezentacja’ studentow z kierunkéw spotecznych, dzien-
nikarstwa, matematyki i ochrony a ,niedomiarze” studentéw z nauk biologicznych,
fizycznych, informatycznych i produkcji.

> # macierz przeksztatcenia
> wynik$rotationl[,1:4]

PC1 PC2 PC3 pPC4
studenci.artystyczne -0.2668 -0.01935 0.39012 0.06339
studenci.spoleczne -0.2769 0.21209 0.06445 -0.18107
studenci.ekonomia -0.2908 0.03508 0.12031 0.01692
studenci.prawne -0.2724 0.04551 0.11257 0.27527
studenci.dziennikarstwo -0.2258 0.34018 -0.43605 0.37212
studenci.biologiczne -0.2496 -0.16285 -0.32214 0.40296
studenci.fizyczne -0.2604 -0.22242 0.24023 0.28846
studenci.matematyczno.statystyczne -0.2599 0.29657 -0.03841 0.13851
studenci.informatyczne -0.2621 -0.24703 0.01225 -0.33688
studenci.medyczne -0.2654 -0.10490 0.44763 0.09636
studenci.inzynieryjno.techniczne -0.2913 -0.05414 -0.02117 -0.08996
studenci.produkcja.i.przetworstwo -0.2521 -0.20996 -0.24515 -0.39126
studenci.architektura.i.budownictwo -0.2621 -0.08025 -0.42188 -0.15234
studenci.na.ochrona.srodowiska -0.2744 -0.11530 -0.07394 -0.29601

studenci.na.ochrona.i.bezpieczenstwo -0.1129 0.72998 0.13728 -0.29845
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Rysunek 2.3: Graficzna reprezenacja wynikéw PCA dla danych GUSowych.

2.2 Nieliniowe skalowanie wielowymiarowe (Sam-
mon Mapping)

W przypadku metody PCA nowe wspotrzedne konstruowano tak, by byty one kom-
binacjami liniowymi oryginalnych danych. To oczywiscie nie jest jedyna mozliwos¢
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konstrukcji nowych zmiennych. Postawmy zagadnienie skalowania nastepujaco.
Dane: mamy n obiektéw oraz macierz odlegtosci pomiedzy kazda para obiektéw.
Oznaczmy przez d;; odlegto$¢ pomiedzy obiektem ¢-tym i j-tym.
Szukane: reprezentacja obiektow w przestrzeni k wymiarowej, tak by zminimali-
zowaé

24 (dij — dig)® /i
Sy
gdzie d;j to odleglo$¢ pomiedzy obiektami ¢ i j w nowej k-wymiarowe]j przestrzeni.

Innymi stowy, szukamy (niekoniecznie liniowego) przeksztaltcenia, ktére mozliwie
najwierniej (w sensie wazonego bledu kwadratowego) zachowa odlegtosci pomiedzy
obiektami. Takie przeksztalcenie poszukiwane jest iteracyjnie.

Jak to zrobi¢ w R? Mozna np. uzywajac funkcji sammon (MASS). Pierwszym argu-
mentem tej funkeji powinna by¢ macierz odleglosci pomiedzy obiektami (np. wynik
funkeji dist()) a argument k okresla na iluwymiarowa przestrzen chcemy skalowaé
dane (domyslnie k = 2).

stress =

> # wyznaczamy macterz odlegtosct
> odleglosci = dist(dane)
> # wyznaczamy nowe wspotrzedne w przestrzent dwuwymiarowej]
> noweSammon = sammon(odleglosci, k=2, trace=FALSE)
> # jak wyglgdajqg nowe wspétrzedne
> head(noweSammon$points)

[,1] [,2]
DOLNOSLASKIE 15211.180 -3403.2348
KUJAWSKO-POMORSKIE -7063.770 -3448.9048
LUBELSKIE -4912.805 -1058.6175
LUBUSKIE -12775.224 -3090.0001
LODZKIE 1251.418 916.5612
MALOPOLSKIE 21526.869 -1963.5498

Tabela 2.2: Pola obiektu bedacego wynikiem funkcji sammon().

$points Macierz wspoétrzednych obiektow w nowej k-
wymiarowe] przestrzeni.

$stress Uzyskana warto$¢ optymalizowanego parametru stre-
su.

2.3 Skalowanie wielowymiarowe Kruskalla (MDS,
ang. Multidimensional Scaling)

Jak juz wspominalismy, metody redukeji wymiaru sa czesto wykorzystywane do wi-
zualizacji danych. W przypadku analizy sktadowych gtéwnych po znalezieniu wspoét-
rzednych obiektéw w nowej bazie wystarczy wzia¢ dwie pierwsze wspotrzedne by moc
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przedstawiaé¢ zbiér obserwacji na wykresie dwuwymiarowym, trzy pierwsze by moc
przedstawi¢ zbiér obserwacji na wykresie trojwymiarowym itp. Wada analizy skta-
dowych glownych jest uwzglednianie wytgcznie zmiennych ilosciowych. Kolejnym
minusem jest koniecznos¢ posiadania wartosci pomiarow dla kolejnych zmiennych,
nie mozna tej metody uzy¢ w sytuacji gdy mamy wytgcznie informacje o podobien-
stwie lub odlegltosci pomiedzy obiektami.

Metody skalowania Sammona i Kruskala nie maja tych wad. Sa to metody eks-
trakcji cech, na podstawie macierzy odlegto$ci lub macierzy niepodobienstwa po-
miedzy obiektami. Celem tych metod jest wyznaczenie wspolrzednych w nowym
uktadzie wspotrzednych, w taki sposéb by odleglosci pomiedzy obiektami w nowym
uktadzie wspotrzednych byty podobne do oryginalnych odlegtosci pomiedzy obiek-
tami. Przyktad skalowania wielowymiarowego przedstawiliSmy na rysunku 2.4.

W przypadku skalowania Kruskala minimalizowana jest wartosc¢

> (f(dij) — d;;)?
S fldi)?

stress =

gdzie d;-]- to odlegto$¢ pomiedzy obiektami ¢ i j w nowej k-wymiarowej przestrze-
ni a d;; to oryginalne odlegtosci pomiedzy obiektami przeksztalcone przez pewna
monotoniczna funkcje f() (wiec d;; i d;; moga by¢ w réznych skalach!).

& ﬁ.?- )

AN
3
S o

LY
e
L ¥

L8

1000

-400 -200 0 200 400

Rysunek 2.4: Przyklad skalowania wielowymiarowego.

Skalowanie wielowymiarowe jest w R dostepne w kilku funkcjach:

e funkcja isoMDS(MASS) wyznacza niemetryczne skalowanie Kruskala,

e funkcja sammon(MASS) wyznacza niemetryczne skalowanie Sammona (patrz
poprzedni podrozdziat [TODO: uspéjnié!l)),

e funkcja cmdscale(stats) wyznacza skalowanie metryczne inaczej PCA (patrz
poprzedni podrozdziat [TODO: uspdjnic!l]).
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Ponizej przedstawimy przyktady uzycia dla funkcji isoMDS (), z pozostatych korzysta
si¢ podobnie.

Najwazniejszym argumentem wejsciowym do algorytmu skalowania wielowymia-
rowego jest macierz odlegtosci pomiedzy obserwacjami. Wyznaczy¢ ja mozna np.
funkcjg dist(stats). W funkcji dist() zaimplementowane sg wszystkie popular-
ne metody liczenia odlegtosci pomiedzy obserwacjami, w tym odlegto$¢ euklidesowa
(najpopularniejsza, odpowiadajaca sumie kwadratow réznic poszezegdlnych wspot-
rzednych, tej odlegtosci odpowiada argument method="euclidean"), odlegtos¢ mak-
simum (argument method="maximum"), odlegto$¢ Manhattan, nazywana tez odlegto-
Scia takséwkowa lub miejska (suma moduléw réznic pomiedzy wspdtrzednymi, argu-

ment method="manhattan"), odlegto$¢ Minkowskiego (argument method="minkowski'
oraz kilka innych mniej popularnych odlegtosci. Jezeli w zbiorze danych znajduja sie
zmienne jakosciowe to funkcja dist() sobie z nimi nie poradzi. W takiej sytuacji
lepiej wykorzysta¢ funkcje daisy(cluster) wyznaczajaca macierz niepodobienstwa
pomiedzy obiektami. Funkcja daisy () uwzglednia réwniez zmienne jakosciowe (po-
nizej przedstawiamy przyktad uzycia). Macierz odlegtosci jest obiektem klasy dist ()
i nie jest pamigtana jako macierz, a jedynie jako potowa macierzy (poniewaz odle-
glodé jest symetryczna szkoda pamieci na przechowywanie nadmiarowych danych).
Jezeli potrzebujemy przeksztalci¢ obiekt dist () na macierz to mozemy wykorzystac
funkcje as.matrix().

Wynikiem algorytmu skalowania wielowymiarowego sa wspotrzedne obserwacji
w pewnym nowym uktadzie wspotrzednych. Mozemy wybraé¢ wymiar przestrzeni na
jaka maja by¢ przeskalowane dane (argument k funkcji isoMDS). Z pewnoscia po wy-
konaniu skalowania interesowa¢ nas bedzie na ile skalowanie zachowato odlegtosci po-
miedzy obiektami, czy duzo jest znacznych znieksztalcen. Do oceny wynikéw skalo-
wania wykorzysta¢ mozna wykres Sheparda przedstawiajacy na jednej osi oryginalne
odlegtosci pomiedzy obiektami a na drugiej osi odlegtosci w nowym uktadzie wspot-
rzednych. Do wyznaczenia obu wektoréw odlegtosci stuzy funkcja Shepard (MASS),
mozna tez skorzysta¢ z wrappera na te funkcje, czyli z funkcji stressplot(vegan).

Ponizej przedstawiamy przyktad skalowania wielowymiarowego. Wykorzystamy
te metode do przedstawienia za pomoca dwuwymiarowego wykresu podobienstw
pomiedzy pacjentkami ze zbioru danych daneO. Graficzny wynik tych analiz jest
przedstawiony na rysunku 2.5. Lewy rysunek przedstawia pacjentki w nowym dwu-
wymiarowym uktadzie wspotrzednych, w tym przypadku pacjentki przedstawiane sg
jako punkty. Wypemmiony punkt oznacza dla niepowodzenie leczenia a wiec wznowe,
a pusty w srodku w oznacza wyleczenie pozytywne (widzimy, ze pacjentki z niepo-
wodzeniami grupuja sie blisko siebie). Ciekawym byto by naniesienie na ten wykres
nazwisk pacjentek i poréwnanie, ktére pacjentki pod wzgledem zmierzonych wartosci
byty do siebie podobne. Prawy rysunek przedstawia doktadnosé¢ skalowania, a wiec
jak oryginalne odlegto$ci majg sie do odlegto$ci w nowym uktadzie wspotrzednych.

> # konstruujemy macierz niepodobienstwa pomiedzy pacjentkami, rowniez
zmienne jakoSciowe sqg uwzglednione

> niepodobienstwa = daisy(dane0)

Warning message:

In daisy(dane0) : binary variable(s) 2, 3 treated as interval scaled

> # przeprowadzamy skalowanie niemetryczne, skalujemy do przestrzenti o~

This has been
discussed
before in this
list, and Ripley
said ,,no, no!”.
I do it all the
time, but only
in secrecy.

Jari Oksanen
(about
replacing zero
distances with
tiny values for
isoMDS())
)fortune (163)

Wrapper to
funkcja
agregujaca

i udostepniaja-
ca
funkcjonalnosci
innej funkcji.
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dwéch wymiarach
> skalowanie = isoMDS(niepodobienstwa, k=2)
initial value 30.138174
iter 5 value 25.846808
final value 25.531983
converged
> # obiekt wynikowy zawiera wspoirzedne obserwacjt w nowym uktadzie
wspotrzednych
> str(skalowanie)
List of 2
$ points: num [1:97, 1:2] 0.1011 0.3147 -0.1055 0.2811 -0.0604 ...
.— attr(*x, "dimnames")=List of 2
..$ : chr [1:97] "im n2m n"3nr g
..$ : NULL
$ stress: num 25.5

> # konstruujemy wektor pomocniczy do rysowania
> ksztalty = ifelse(daneO$Niepowodzenia=="brak", 21, 19)
> # rysujemy pacjentki w nowym uktadzie wspotrzednych
> plot(skalowanie$points, type = "p", pch=ksztalty, cex=1.5)
> # rysujemy rouniez dtagram Sheparda
> shepard <- Shepard(niepodobienstwa, skalowanie$points)
> plot(shepard, pch = ".")
> abline(0,1)
< [ ]
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< : . °
? T T T \
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skalowanie$points|,1] shepard$x

Rysunek 2.5: Graficzna reprezentacja wynikéw funkeji isoMDS() i Shepard().

Zobaczmy jak wygladaja dane o wojewodztwach po przeskalowaniu réznymi me-
todami. Na wykresie 2.6 po lewej stronie przedstawiamy przeskalowane dane a po
prawej wykresy Sheparda.
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roznych funkeji skalowania, na przykta-
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Analiza skupien

Analiza skupien to zbiér metod pozwalajgcych na wyrdznienie zbioréw obserwacji
(nazywanych skupieniami lub klastrami) podobnych do siebie. Proces szukania po-
dziatu na grupy, nazywany jest czasem klastrowaniem. W pakiecie R dostepnych
jest bardzo wiele metod do przeprowadzania analizy skupien. Ponizej oméwimy je-
dynie kilka wybranych funkcji z pakietéw cluster i stats. Osoby zainteresowane
tym tematem powinny przyjrze¢ si¢ réwniez funkcjom z pakietow flexclust oraz
mclust02.

Wyniki dziatania wybranych procedur analizy skupien przedstawimy ma przy-
ktadzie zbioru danych benchmarkowych. W pakiecie mlbench (skrét od Machine
Learning Benchmark Problems) umieszczonych jest wiele ciekawych zbioréw danych
wykorzystywanych do testowania wtasciwosci algorytméw dyskryminacji lub anali-
zy skupien. W tym pakiecie znajduja si¢ zbiory rzeczywistych danych, jak réwniez
funkcje do generowania zbiorow danych o okreslonych ksztattach lub wtasciwosciach.
Dwa zbiory wygenerowanych danych na ktérych bedziemy testowaé¢ metody anali-
zy skupien przedstawione sg na rysunku 3.1. Zostaly one wygenerowane funkcjami
mlbench.cassini(mlbench) i mlbench.2dnormals (mlbench).

Do wyznaczania skupisk wystarczy macierz odlegto$ci pomiedzy obiektami. Do-
mys$lnie wyznaczane sa odleglosci euklidesowe (moze wiec warto skalowaé dane?)
ale mozna te odlegtosci liczy¢ korzystajac z innych funkcji dist.BC(clusterSim),
dist.GDM(clusterSim), dist.SM(clusterSim), dist(stats),dist.binary(ade4).

3.1 Metoda k-srednich

Celem tej metody jest podzial zbioru danych na k klastrow. Dobry podziat to taki,
w ktérym suma odlegtosci obserwacji nalezacych do klastra jest znacznie mniejsza
od sumie odlegltosci obserwacji pomiedzy klastrami. Metoda k-Srednich polega na
wyznaczeniu wspotrzednych k£ punktéw, ktore zostang uznane za Srodki klastrow.
Obserwacja bedzie nalezata do tego klastra, ktérego $rodek jest najblizej niej.
Metoda k-Srednich jest zaimplementowana w funkcji kmeans (stats). Pierwszym
argumentem tej funkcji jest ramka danych okreslajaca wartosci zmiennych dla ko-
lejnych obserwacji. Drugim argumentem moze by¢ pojedyncza liczba okreslajaca ile
klastrow chcemy identyfikowaé (w tym przypadku srodki klastréw beda wyznaczone
iteracyjnym algorytmem) lub wektor srodkéw klastrow. Algorytm wyboru srodkéw

14
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zbior Perla zbior Gwiazda
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Rysunek 3.1: Dane, na ktérych bedziemy przedstawia¢ metody analizy skupien.

klastrow jest algorytmem zrandomizowanym, moze tez dawaé¢ rézne wyniki nawet
na tym samym zbiorze danych! Dlatego tez zalecane jest uruchomienie kilkukrotne
tego algorytmu oraz wybranie najlepsze go podziatu na klastry. Mozna to zrobi¢ tez
automatycznie, okreslajac argument nstart funkcji kmeans ().

Algorytm k-$rednich minimalizuje tr(W) gdzie W to macierz kowariancji we-
wnatrz klas. Opisuje go ponizsza sekwencja

1. wybierany jest wstepny podzial (w razie potrzeby mozna ten wybér powtorzy¢
wielokrotnie by znalezé globalne maksimum),

2. przypisuje si¢ obiekty do klasy z najblizszym srodkiem cigzkosci
3. przelicza sie srodki ciezkosci dla nowych klas
4. kroki 2-3 powtarza si¢ tak dtugo az nie beda zachodzity zadne zmiany.

Ponizej prezentujemy przyktad uzycia funkcji kmeans (). Wyniki analizy skupien
przedstawione sa graficznie na rysunku 3.2. Rézne klastry zaznaczono punktami
o réznych ksztaltach. Czarne pelne punkty wskazuja na $rodki znalezionych kla-
strow. Oczywiscie wladciwszym bytoby dopasowanie do lewego przyktadu 3 klastrow,
a do prawego 5 klastrow. Na przedstawionych przyktadach mozemy przesledzic ci sie
dzieje, jezeli 7zle okreslimy liczbe klastréw (czytelnik powinien sprobowaé powtorzy¢
te analizy, wyniki najprawdopodobniej otrzyma inne!).

> # szukamy 5 klastrow, nie trafiio sie nam najlepsze dopasowanie
> klaster = kmeans(zbiorPerla,5)
> # jak wyglgda wynik w Srodku?
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> # pole $cluster okresla numer klastra dla kolejnych punktéw, $centers
okresla wspoirzedne Srodkow klastrow
> str(klaster)
List of 4
$ cluster : int [1:1000] 3 3 33333333 ...
$ centers : num [1:5, 1:2] 0.03203 -0.00749 -0.08380 -0.81601 0.91808

.— attr(*, "dimnames")=List of 2
. .$ . Chr [1:5] "1" ll2ll "3" ll4"

..$ : NULL
$ withinss: num [1:5] 22.4 10.9 126.9 11.5 9.8
$ size : int [1:5] 103 69 197 70 61

- attr(x, "class")= chr "kmeans"

# rysujemy punkty, rozne klastiry oznaczamy innymi ksztaltamt punktow
plot(zbiorPerla, pch=klaster$cluster)

# dorysujmy Srodki klastrow

points(klaster$centers, cex=2, pch=19)

vV V V V

A\

klaster = kmeans(zbiorGwiazda,?2)
plot(zbiorGwiazda, pch=klaster$cluster)
> points(klaster$centers, cex=2, pch=19)

\4

Na powyzszym przyktadzie przedstawiliSmy pola w obiektach przekazanych przez
funkcje kmeans (). Pole $cluster okresla do jakiego klastra zostata przyporzadko-
wana dana obserwacja, a pole $centers to wspotrzedne srodkéw poszczegdlnych
klastrow.

zbior Perla, 5 klastrow zbior Gwiazda, 3 klastry
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Rysunek 3.2: Graficzna prezentacja dzialania funkcji kmeans().
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3.2 Metoda grupowania wokét centroidéw (PAM,
ang. Partitioning Around Medoids)

Metoda PAM dziala na podobnej zasadzie jak k-srednich, z tg roznica, ze srodka-
mi klastrow sa obserwacje ze zbioru danych (nazywane centroidami lub centrami
klastrow). W metodzie PAM zbiér mozliwych srodkéw klastrow jest wiec znacznie
mniejszy, niz w metodzie k-$rednich, zazwyczaj tez wyniki dziatania metody PAM
sg stabilniejsze. Na rysunku 3.3 przedstawiony jest wynik dziatania ponizszego przy-
ktadowego wywolania tej funkcji. Podobnie jak poprzednio rézne klastry zaznaczono
punktami o réznych ksztattach. Czarne pelne punkty to srodki klastréw (w tej me-
todzie odpowiadaja przypadkom ze zbioru danych).

> # ponownie szukamy 5 klastrow

> klaster = pam(zbiorPerla,5)

> # jak wyglgda wynik w Srodku?

> # pole $medoids okresla wspotrzedne Srodkow klastrow (wybranych
przypadkow), $in.med okresla indeksy obserwacji, ktore sqg Srodkami
klastréw, $clustering to wektor indeksow kolejnych klastréw, $silinfo
to informacje o dopasowaniu danego obiektu do klastra w ktérym stie
znajduje (wartosé stilhouette)

> str(klaster)

List of 10
$ medoids : num [1:5, 1:2] 6.47e-01 -6.26e-01 -6.38e-01 5.87e-01
1.59e-05 ...
$ id.med : int [1:5] 24 126 230 267 464
$ clustering: int [1:1000] 1 1 21121112 ...

$ objective : Named num [1:2] 0.526 0.461
..— attr(*, "names")= chr [1:2] "build" "swap"
$ isolation : Factor w/ 3 levels "no","L","Lx": 1 11 1 1
..— attr(*, "names")= chr [1:5] "1" "2" n3" wgn
$ clusinfo : num [1:5, 1:5] 87 113 101 99 100 ...
..— attr(x, "dimnames")=List of 2
..$ : NULL
.. ..$ : chr [1:5] "size" "max_diss" "av_diss" "diameter"
$ silinfo :List of 3
..$ widths :num [1:1000, 1:3] 1111111111 ...
..— attr(*, "dimnames")=List of 2
..$ : chr [1:500] "12" "96" "133" "155"
.. .. ..$ : chr [1:3] "cluster" "neighbor" "sil_width"
..$ clus.avg.widths: num [1:5] 0.434 0.440 0.482 0.443 0.508

..$ avg.width : num 0.462
$ diss : NULL
$ call : language pam(x = zbl$x, k = 5)
$ data : num [1:1000, 1:2] 0.0964 0.6938 -0.5325 1.2839 0.1743

- attr(*, "class")= chr [1:2] "pam" "partition"
> # rysujemy punkty, rozne klastry oznaczamy innymi ksztattami punktow
> plot(zbiorPerla, pch=klaster$clustering)
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> # dorysujmy Srodki klastrow
> points(klaster$meoids, cex=2, pch=19)

Obiekt, bedacy wynikiem funkcji pam () ma sporo pél, najistotniejsze to $medoids
ze wspotrzednymi medoidow, $id.med z indeksami medoidéw i $clustering z in-
deksami klastrow, do ktorych zostaty przypisane kolejne obserwacje.

zbior Perla, 5 klastrow zbior Gwiazda, 3 klastry
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Rysunek 3.3: Graficzna prezentacja dzialania funkcji pam().

Metoda PAM jest obliczeniowo ztozona. Moze by¢ niemozliwym obliczeniowo
wykonanie jej na duzym zbiorze danych. Do klastrowania duzych zbioréw poleca-
na jest metoda clara (Clustering Large Applications) zaimplementowana w funkcji
clara(cluster). Wykonuje ona wielokrotnie metode PAM na mniejszych zbiorach
danych i scala wyniki w jeden podziat na klastry.

Algorytm PAM (k-medoidéw) opisuje nastepujaca sekwencja

1. wybiera si¢ poczatkowy zbiér medoidéw,
2. przepisuje sie obiekty do klas o najblizszym medoidzie,

3. zmienia sie medoidy o ile jest taka potrzeba, w takiej sytuacji wraca sie do
kroku 2.

Minimalizowana jest >-"_, d(r), gdzie d(r) to najmniejsza z sum odlegtosci jednego
punktu z klasy r do wszystkich pozostatych punktéw z tej klasy.
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3.3 Metoda aglomeracyjnego klastrowania hierar-
chicznego

Klastrowanie hierarchiczne rozni si¢ od przedstawionych powyzej metod tym, ze
zamiast dzieli¢ obserwacje na okreslong liczbe klastréw, okresla sie stopien podo-
bienstwa poszczegdlnych obiektow i wyznacza sie drzewo odpowiadajace tym podo-
bienstwom. Do budowy takich drzew wykorzystywane sa rézne algorytmy.

Algorytm AGglomerative NESting (AGNES) jest metoda aglomeracyjna, co ozna-
cza, ze w pierwszym kroku kazda obserwacja traktowana jest jak osobny klaster.
W kolejnych krokach klastry najbardziej podobne do siebie sg taczone w coraz wiek-
sze klastry, tak dlugo az nie powstanie tylko jeden klaster. Algorytm aglomeracyj-
nego klastrowania hierarchicznego jest dostepny w funkcji agnes(cluster). Pierw-
szym argumentem moze by¢ macierz danych (podobnie jak w przypadku innych al-
gorytmow klastrowania) okreslajaca wspotrzedne poszezegdlnych obserwacji lub tez
macierz odlegtoéci pomiedzy obserwacjami, a wigc obiekt klasy dist (jak tworzy¢
takie obiekty pisaliémy w poprzednim podrozdziale). Duze znaczenie ma metoda
liczenia odlegtosci pomiedzy obserwacjami. Z reguly zmiana metody liczenia odle-
gtosci (np. z euklidesowej na takséwkowa) prowadzi do otrzymania zupelnie innego
wyniku.

Algorytm grupowania hierarchicznego mozna opisa¢ nastepujgco:

1. Kazda obserwacje traktujemy jako osobne skupienie.

2. Znajdujemy dwa skupiska najblizsze sobie. Odleglos¢ pomiedzy skupiskami
mozna wyznaczaé na rozne sposoby. Trzy najpopularniejsze opisane sg ponize;j.

3. baczymy dwa najblizsze skupiska w jedno.
4. Jezeli pozostato wiecej niz jedno skupisko to wracamy do kroku 2.

Kolejnym istotnym argumentem jest argument method. Okresla on kolejnos$é 1a-
czenia maltych klastréw w coraz wieksze klastry. W kazdym kroku taczone sa najbliz-
sze klastry, ale odlegto$¢ pomiedzy dwoma klasterami mozna liczy¢ na trzy sposoby:

e method="single", liczona jest odlegtos¢ pomiedzy najblizszymi punktami kaz-
dego z klastrow, do jednego klastra dotaczany jest klaster ktorego dowolny ele-
ment jest najblizej. Ta metoda odpowiada zachtannemu dodawania do skupiska
obiektow bliskich brzegowi skupiska, mozliwe jest tworzenie si¢ tzw. tancuchow
kolejno dotaczanych obiektéw, by¢ moze juz nie tak podobnych do catego sku-
piska, co$ w stylu ,przyjaciele naszych przyjaciot sa naszymi przyjaciotmi”,

e method="average", liczona jest $rednia odlegtos¢ pomiedzy punktami kazdego
z klastrow, taczone sg wiec klastry srednio podobnych obserwacji, to jedna z
popularniejszych metod ([unweighted pair-|group average method, UPGMA),

e method="complete", liczona jest odleglto$¢ pomiedzy najdalszymi punktami
kazdego z klastrow, jezeli dwa skupiska sa w odleglosci d oznacza to, ze ze
kazda para punktow w tych skupiskach jest nie bardziej odlegta niz d.
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e method="ward" skupiska o minimalnej wariancji, w wyniku otrzymuje sie zwar-
te skupiska.

e method="flexible", elastycznos¢ tej metody polega na mozliwosci okreslenia
jak liczona ma by¢ odleglto$¢ pomiedzy taczonymi klastrami. Tg odlegtosé spa-
rametryzowano czterema wspoltezynnikami (wiecej informacji znalezé mozna w
[1], p-237 lub w opisie funkcji agnes()). Korzystanie z tej opcji polecane jest
bardziej do$wiadczonym uzytkownikom, dziata zasada: nie wiesz jak to dziata
nie uzywaj.

e method="weighted" odpowiada metodzie elastyczne z parametrem par.method = 0.5.

!y Dla funkcji agnes() domys$lnie stosowana jest metoda average, a dla
~.7~\.— funkcji hclust() domyslnie stosowana jest complete. Funkcja agnes()
/‘Q'\ w poréwnaniu do innych implementacji ma dwie dodatkowe cechy: wy-

znacza agglomerative coefficient” i umozliwia rysowanie ,banner.plot”.

Uzycie kazdej z tych metod prowadzi do wygenerowania innego drzewa. Wyniki
dla kazdej z tych trzech wymienionych metod taczenia klastrow oraz dla obu zbio-
row danych przedstawiamy na rysunku 3.4. Na tym rysunku przedstawione sa wyniki
analizy skupien dla 1000 obiektéw, jezeli analizujemy mniejsza liczbe obiektow, to
na osi poziomej mozna odczytaé¢ nazwy poszczegdlnych obiektow a tym samym wi-
zualizowaé, ktére obiekty sa do siebie bardziej, a ktére mniej podobne (przyktad
takiego drzewa przedstawiliémy na rysunku 3.5).

Wracajac do rysunku 3.4 w przypadku zbioru Gwiazda sensowniejsze wyniki
otrzymuje si¢ dla metod laczenia average i complete (na drzewie mozna wydzielié
5 podgatezi odpowiadajacym spodziewanym skupiskom). Dla zbioru Perta najlepie;
radzi sobie metoda taczenia single wyodrebniajaca dosy¢ szybko trzy roztaczne
skupiska. Najczesciej wykorzystywana metoda taczenia jest average, nie oznacza to
ze zawsze daje najlepsze wyniki.

Aby na podstawie hierarchicznego klastrowania przypisa¢ obserwacje do okre-
Slonej liczby klastrow nalezy drzewo przyciaé¢ na pewnej wysokosci. Do przycinania
drzewa stuzy funkcja cutree(stats), jej pierwszym argumentem jest obiekt bedacy
wynikiem metody hierarchicznej. Kolejnym argumentem, ktory nalezy wskazaé jest
k (okregla do ilu klastréw chcemy przyciaé drzewo) lub h (okresla na jakiej wysokosci
chcemy przyciaé drzewo). Wysokosé drzewa na ktorej chcemy odciaé klastry mozna
odczytaé z rysunkéw wygenerowanych dla tego drzewa.

Ponizej przedstawiamy przyktad wywotania funkcji agnes() i cuttree().

# wywotanie funkcji AGNES

klaster = agnes(zbiorPerla, method="average")

# wynik mozemy narysowacé przecigzong funkcjg plot

plot (klaster)

# otrzymane drzewo mozemy przycigl do okresSlonej liczby klastrow
etykietkiKlastrow = cutree(klaster, k=2)

V V. V V V V
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Rysunek 3.4: Graficzny przyklad wynikéw funkeji agnes().
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Rysunek 3.5: Drzewo dla wybranych modeli samochodéw na bazie zbioru danych

(Cars93(MASS)).

3.4 Ile skupien wybrac?

Krétka odpowiedZ na to pytanie brzmi 5. Dtuga wymaga odpowiedzi na dodatkowe
pytanie, na czym nam zalezy wybierajac liczbe skupien? Co chcemy z tymi skupie-
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niami robi¢ i po co je wyznaczmy.

Popularna technika wyboru liczby skupien jest rysowanie pewnej statystyki jako
funkcji liczby skupien i wybor takiej liczby skupien dla ktorej dana statystyka spetnia
nasze oczekiwania (np. osiaga maksimum lub najszybciej maleje). Wiele przydatnych
statystyk opisujacych jakos¢ podziatu na grupy znajduje si¢ w pakiecie clusterSim.

Popularne indeksy stuzace do wyboru liczby klastrow to:

e tr(B)/tr(W) gdzie B to macierz kowariancji wewnatrzklasowej a W to macierz
kowariancji miedzyklasowej,

e B,/(u—1)/W,/(n —u) czyli miara zaproponowana przez Calinskiego i Hara-
basza (viva Poznan),

e sylwetka (silhouette) S(u) = 1/n> " (b(i) — a(i))/maz(a(i),b(i)) Srednie po-
dobienstwo obiektéw do klastréw w ktérych sie znajduja, a(i) to $rednia odle-
gtod¢ pomiedzy obiektem i a pozostatymi w tym samym klastrze, b(7) to $rednia
odleglosé¢ obiektu i od obiektéw z najblizszego skupiska do ¢ (do ktorego i nie
nalezy).

Wiele indekséw wyznaczy¢é mozna korzystajac z funkeji index.G1 (clusterSim),
index.G2(clusterSim), index.G3(clusterSim), index.S(clusterSim), index.KL(clusterSim),
index.H(clusterSim), index.Gap(clusterSim), index.DB(clusterSim).

Funkcja index.G1(clusterSim) wyznacza indeks Calinskiego i Harabasza, funk-
cja index.S(clusterSim) wyznacza Srednig sylwetke (silhouette).

TODO: opisa¢ funkcje cluster.Description(clusterSim) pozwalajaca na opi-
sywanie znalezionych klas.

3.5 Inne metody analizy skupien

Poza wymienionymi powyzej trzema metodami, w pakiecie R dostepnych jest wiele
innych metod do analizy skupien. Ponizej wymienimy inne popularne.

e Metoda hierarchiczej analizy skupien przez dzielenie. Metoda hierar-
chicznego klastrowania przez taczenie dziatata w ten sposob, ze zaczynajac
od matych, jednopunktowych klastréw w procesie laczenia klastréow otrzy-
mywato sie hierarchiczng zaleznos¢. Metoda analizy skupien przez dzielenie
dziala w przeciwnym kierunku. Zaczynajac od jednego duzego klastra, w ko-
lejnych krokach ten klaster jest dzielony na mniejsze klastry, az do otrzyma-
nia jednoelementowych klastréw. Ta metoda jest zaimplementowana w funkcji
diana(cluster).

Algorytm dziatania metody diana() opisany jest ponizej

1. dla kazdego skupiska wyznaczamy maksymalna odlegto$¢ pomiedzy dwo-
ma obserwacjami w skupisku,

2. wybieramy skupisko o najwigkszej srednicy, w tym skupisku szukamy
obiektu o najwiekszej sredniej odlegtosci od pozostatych, to bedzie za-
lazek nowego skupiska,
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3. dla kazdego obiektu sprawdzamy czy nie jest srednio blizej obiektom z
klasy nowej niz obiektom z klasy starej, w razie potrzeby zmieniana jest
klasa

4. punkt 3 powtarzany jest tak dtugo az nie bedzie potrzeby zmieniaé przy-
naleznosci zadnego punktu

e Metoda klastrowania rozmytego. Jezeli w procesie klastrowania dopusz-
czamy rozmyta przynaleznosé¢ do klastra (np. obserwacja moze z pewnymi
wspotezynnikami przynaleze¢ do réznych klastréw) to uzasadnionym jest uzy-
cie metody klastrowania rozmytego. Ta metoda jest zaimplementowana w funk-
cji fanny(cluster).

e Inne metody hierarchiczego klastrowania. Podobna w dziataniu do
agnes () metoda klastrowania hirarchicznego dostepna w funkcji hclust (stats).
Umozliwia ona wickszy wybor metody taczenia klastréw. Argumentem method
nalezy wskaza¢ jeden z wielu dostepnych indekséw do okreslania odlegtosci po-
miedzy klastrami, dostepne sa indeksy znane z funkcji agnes () oraz "mcquitty",
"ward" i "centroid".

Wykona¢ klastrowanie jest stosunkowo prosto, jednak to jeszcze nie jest koniec
pracy, potrzebne sg metody oceny jakosci podzialu na skupiska. Do oceny jako$ci
klastrowania mozna wykorzysta¢ wspotczynnik silhouette, okreslajacy podobienstwo
obiektu do innych obiektéw w tym samym klastrze. Ten indeks jest wyznaczany przez
funkcje silhouette(cluster). Ponizej przedstawiamy przyktad uzycia tej funkcji,
a na rysunku 3.6 przedstawiamy dopasowania poszczegdlnych punktow do klastrow.
Wiele innych metod do oceny wynikéw klastrowania oraz badania zgodnosci dwoch
podziatow na klastry jest dostepnych w pakiecie clv.

> kluster <- pam(zbiorPerla, 5)
> sil <- silhouette(kluster)
> summary(sil)
Silhouette of 1000 units in 5 clusters from pam(x = zbiorPerla, k = 5)
Cluster sizes and average silhouette widths:
198 202 237 163 200

0.5005513 0.4711742 0.4402300 0.5146160 0.5240964
Individual silhouette widths:

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-0.1238 0.3895 0.5330 0.4873 0.6111 0.7220
> plot(sil, col = c("red", "green", "blue", "purple","yellow"))

Miara silhouette moze uzyta do wyznaczeniu liczby klastrow, na ktore nalezy
podzieli¢ dane. Na rysunku 3.7 przedstawiono zaleznos¢ pomiedzy srednim wspot-
czynnikiem silhouette a liczbg klastréow wyznaczonych algorytmem PAN dla zbioru
danych Gwiazda. W tym przypadku wyraznie najlepszym wyborem jest 5 klastrow.
Niestety w rzeczywistych problemach wyboér klastréw nie jest tak prosty.
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Silhouette plot of pam(x = zbiorPerla, k = 5)
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Rysunek 3.6: Wykres dopasowania punktéw do poszczegdélnych klastréow z uzyciem
miary silhouette.
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Rysunek 3.7: Wartosci funkcji silhouette dla réznych liczb klastrow wyznaczonych al-
gorytmem PAM na zbiorze danych Gwiazda.

3.6 Case study
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#

# cztery skupiska, dla pewnosci inicjujemy 25 razy
#

dane = daneGUS[,c(22:25)]

gus.k4 = kmeans(dane, 4, nstart=25)

silhouette(gus.k4$clust, dist(dane)) [,3]

gus.p4 = pam(dane, 4)
plot(gus.p4)

#
# analiza skupien
#

par (mfrow=c(1,3))
h = hclust(dist(dane), method="average")

plot(h)

h = hclust(dist(dane), method="single")
plot(h)

h = hclust(dist(dane), method="complete")

plot(h)

#

# cztery przyktadowe indeksy
#

mNiep = daisy(dane)
clustGrid = 2:14

indeksy = matrix(0,length(clustGrid),4)

indeksy[,1] = sapply(clustGrid, function(x) {index.Gl(dane, pam(dane, x)$
clustering)})

indeksy[,2] = sapply(clustGrid, function(x) {index.Gap(dane, cbind (pam(
dane, x)$clustering, pam(dane, x+1)$clustering))$difful})

indeksy[,3] = sapply(clustGrid, function(x) {index.G2(mNiep, pam(dane, x)$
clustering)})

indeksy[,4] = sapply(clustGrid, function(x) {index.S(mNiep, pam(dane, x)$
clustering)})

matplot(clustGrid, scale(indeksy), type="1",1lwd=3)
legend("right",c("G1","Gap","G2","S"),1lwd=3,bg="white",col=1:4)
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#
# cztery metody pordwnane indeksem GI1
#

clustGrid = 2:10

indeksy = matrix(0,length(clustGrid),5)

indeksy[,1] = sapply(clustGrid, function(x) {index.Gl(dane, pam(dane, x)$
clustering)})

indeksy[,2] = sapply(clustGrid, function(x) {index.Gl(dane, kmeans(dane, x
)$cluster)})

indeksy[,3] = sapply(clustGrid, function(x) {index.Gl(dane, cutree(hclust(
dist(dane),"average"), k = x))})

indeksy[,4] = sapply(clustGrid, function(x) {index.Gl(dane, cutree(hclust(
dist(dane),"single"), k = x))})

indeksy[,5] = sapply(clustGrid, function(x) {index.Gl(dane, cutree(hclust(
dist(dane),"complete"), k = x))3})

matplot (clustGrid, indeksy, type="1",lwd=3)
legend("right",c("PAM", "kmeans","hclust av","hclust si","hclust co"),lwd
=3,bg="white",col=1:5)

#
# profile skupien
#

gus.p4 = pam(dane,4)$clustering
desc = cluster.Description(dane, gus.p4)
dimnames (desc) [[2]] = colnames(dane)

dimnames(desc) [[3]] = c("srednia", "sd", "median", "mad", "mode")

# wartosci srednie
desc[, ,1]




Rozdziat 4

Analiza dyskryminacji

W wielu dziedzinach potrzebne sa metody, potrafiace automatycznie przypisa¢ no-
wy obiekt do jednej z wyrdoznionych klas. W medycynie interesowa¢ nas moze czy
pacjent jest chory, a jezeli tak to na co (zbiorem klas do ktérego chcemy przypisaé
moga by¢ mozliwe choroby, lub tylko informacja czy jest chory czy nie). W analizie
kredytowej dla firm chcemy przewidzie¢ czy firma sptaci kredyt czy nie. W analizie
obrazow z fotoradaréw policyjnych bedzie nas interesowato okreslenie numeru re-
jestracji samochodu ktéry przekroczyt predko$é a réwniez typu pojazdu (w koncu
ograniczenia dla ciezar6wek sa inne niz dla samochodow).

W rozdziale 7?7 uzywaliSmy regresji logistycznej do znalezienia parametréow, kto-
re mozna by wykorzysta¢ w okresleniu ryzyka pojawienia si¢ wznowienia choroby
u operowanych pacjentek. Okazuje sie wiec, ze regresja logistyczna jest klasyfikato-
rem, pozwalajacym na przypisanie nowego obiektu do jednej z dwoch klas. Ponizej
przedstawimy szereg funkcji implementujacych inne popularne metody analizy dys-
kryminacji.

Celem procesu dyskryminacji (nazywanego tez klasyfikacja, uczeniem z nauczy-
cielem lub uczeniem z nadzorem) jest zbudowanie reguly, potrafiacej przypisywaé
mozliwie doktadnie nowe obiekty do znanych klas. W przypadku wiekszos$ci metod
mozliwe jest klasyfikowanie do wiecej niz dwie klasy.

4.1 Dyskryminacja liniowa i kwadratowa

Dyskryminacja liniowa, a wiec metoda wyznaczania (hiper)ptaszczyzn separujacych
obiekty réznych klas, jest dostepna w funkcji 1da(MASS). Rozszerzeniem tej meto-
dy jest dyskryminacja kwadratowa, umozliwiajaca dyskryminacje powierzchniami,
w opisie ktorych mogg pojawicé sie cztony stopnia drugiego. Metoda klasyfikacji kwa-
dratowej jest dostepna w funkeji gda (MASS). Wynikami obu funkcji jest klasyfikator,
wyznaczony na zbiorze uczacym. Aby uzy¢ go do predykeji klas dla nowych obiektow
mozemy wykorzysta¢ przecigzona funkcje predict ().

Ponizej przedstawiamy przyktad uzycia funkcji 1da(). Z funkcji gda() korzysta
sie¢ w identyczny sposéb. Na potrzeby przyktadu wykorzystaliSmy zbiér danych do-
tyczacych wystepowania cukrzycy u Indian Pima, ten zbiér danych jest dostepny
w zbiorze PimaIndiansDiabetes2(mlbench). Interesowaé¢ nas beda dwie zmienne
z tego zbioru danych, opisujace poziom glukozy i insuliny, w zbiorze danych jest

27
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znacznie wiecej zmiennych, ale na potrzeby wizualizacji wybraliémy te pare. Na ba-
zie tych dwoch zmiennych bedziemy badaé¢ skutecznosé oceny czy dana osoba jest
cukrzykiem z wykorzystaniem obu algorytméw klasyfikacji. Zbiér danych podzieli-
my na dwie czedci, uczaca i testowa. Klasyfikator zostanie ,nauczony” na zbiorze
uczacych, a pozniej bedziemy weryfikowaé jego wlasciwosci na zbiorze testowym.
Pierwszym argumentem funkcji 1da() jest zbiér zmiennych na bazie ktérych
budowany bedzie klasyfikator (ramka danych lub macierz). Drugim argumentem
grouping jest wektor okreslajacy klasy kolejnych obiektow. Kolejnym wykorzysta-
nym ponizej argumentem jest subset, okreslajacy indeksy obiektéw, na bazie kto-
rych budowany ma by¢ klasyfikator. Jezeli argument subset nie bedzie podany, to
do konstrukeji klasyfikatora wykorzystane beda wszystkie obiekty. Jako pierwszy
argument funkcji 1da() mozna rowniez podaé réwniez formute, okreslajaca, ktore
zmienne maja by¢ uzyte do konstrukcji klasyfikatora a ktéra zmienna opisuje klasy.

> # wczytujemy zbior danych z pakietu mlbench, usuwamy brakujgce dane 1%
logarytmujemy poziom insuliny

> data(PimaIndiansDiabetes2)

> dane = na.omit(PimaIndiansDiabetes2)[,c(2,5,9)]

> dane[,2] = log(danel[,2])

> # 2bidr danych chcemy podzielié na dwie czedci, uczgcg 1~ testowg,
funkcjqg sample wylosujemy indeksy obiektow, ktore trafia do zbioru
uczgcego

> zbior.uczacy = sample(l:nrow(dane), nrow(dane)/2, F)

> # wywotujemy funkcje lda
> klasyfikatorLDA = lda(dane[,1:2], grouping = dane[,3], subset=zbior.
uczacy)
> # jak wyglgda wynik w” Srodku?
> str(klasyfikatorLDA)
List of 8
$ prior : Named num [1:2] 0.643 0.357
..— attr(*, "names")= chr [1:2] "neg" "pos"
$ counts : Named int [1:2] 126 70
..— attr(*, "names")= chr [1:2] "neg" "pos"
$ means : num [1:2, 1:2] 110.42 146.50 4.57 5.20
..— attr(*, "dimnames")=List of 2
..$ : chr [1:2] "neg" "pos"
.. ..% : chr [1:2] "glucose" "insulin"
$ scaling: num [1:2, 1] 0.0316 0.3227
..— attr(x, "dimnames")=List of 2
..$ : chr [1:2] "glucose" "insulin"
..$ : chr "LD1"

$ lev : chr [1:2] "neg" "pos"

$ svd : num 9

$ N : int 196

$ call : language lda(x = danel[, 1:2], grouping = dane[, 3], subset =

zbior.uczacy)
- attr(x, "class")= chr "lda"
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Zbudowanie klasyfikatora to dopiero pierwszy krok, kolejnym jest jego ocena.
Na bazie obserwacji niewykorzystanych do budowania klasyfikatora zbadamy jaka
byla zgodnosé klasyfikatora z rzeczywistymi danymi (poniewaz zbiér uczacy wy-
bralismy losowo, to dla réznych powtérzen otrzymalibysmy inny btad klasyfikacji).
Do klasyfikacji nowych obiektéow uzyjemy funkcji predict (). Jest to funkcja prze-
ciazona, dziatajaca dla wiekszosci klasyfikatorow. Wynikiem tej funkcji moga by¢
prognozowane klasy dla nowych obserwacji, lub tez prawdopodobienstwa a posterio-
ri przynaleznosci do danej klasy.

> # uzywajgc metody predict wykonujemy klasyfikacje obiektow ze zbioru
testowego
> oceny = predict(klasyfikatorLDA, newdata=dane[-zbior.uczacy,1:2])
> # jak wyglgdajg wyniki? Pole $class wskazuje na przewidziang klase, pole
$posterior okresla wyznaczone prawdopodobiefistwo przynaleznosSct do
kazdej z klas, na podstawie tej wartosci obiekt byt przypisywany do
bardziej prawdopodobnej dla niego klasy
> str(oceny)
List of 3
$ class : Factor w/ 2 levels "neg","pos": 1121111121 ...
$ posterior: num [1:196, 1:2] 0.5302 0.9480 0.0506 0.8663 0.7852 ...
..— attr(*, "dimnames")=List of 2
..$ : chr [1:196] "5" "7" "9" "i9" ...
.. ..%$ : chr [1:2] "neg" "pos"
$ x : num [1:196, 1] 0.540 -1.533 2.814 -0.762 -0.336 ...
..— attr(x, "dimnames")=List of 2
..$ : chr [1:196] "5&" "7" "9" "i9" ...
..$ : chr "LD1"

> # pordwnajmy macierzqg kontyngencji oceny v rzeczywiste etykietkr dla
kolejnych obiektow
> table(predykcja = oceny$class, prawdziwe = dane[-zbior.uczacy,3])
prawdziwe
predykcja neg pos
neg 115 29
pos 21 31

W powyzszym przyktadzie w ostatnim poleceniu wyznaczylisSmy tablice kontyn-
gencji dla wynikow. Na bazie tak otrzymanej tablicy kontyngencji mozna wyzna-
czy¢ blad predykcji. Jest wiele wskaznikéw opisujacych btad predykcji, poczawszy
od popularnych: czuto$¢ (ang. sensitivity TP/ (TP+FN) opisuje jaki procent chorych
zostanie poprawnie zdiagnozowanych jako chorzy), specyficzno$é (ang. (Specifity)
TN/ (TN+FP) okresla jaki procent zdrowych zostanie poprawnie zdiagnozowanych ja-
ko zdrowi), przez mniej popularne az po takie o ktérych mato kto styszal (np. mutual
information, wspoétczynnik ¢ itp.). Bogata lista takich wspétczynnikéw wymienio-
na jest w opisie funkcji performance (ROCR) (definiujac btad klasyfikacji uzywa sie
oznaczen TP, TN, FP, FN okreslajacych kolejno liczbe poprawnie wykrytych sygnatow
pozytywnych, poprawnie wykrytych brakow sygnatu, fatszywie wykrytych sygnatow
pozytywnych oraz falszywie wykrytych brakéw sygnatow. W powyzszym przypadku
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czulo$¢ wyniosta 31/(31 4 29) ~ 0.517 a specyficznosé 115/(115 + 21) ~ 0.846.

Jezeli juz jestesmy przy pakiecie ROCR to na przyktadzie przedstawimy w ja-
ki spos6éb wyznaczaé krzywe ROC dla klasyfikatoréw. Prosze zauwazy¢, ze funkcja
predict () poza ocenionymi klasami jako wynik przekazuje réwniez prawdopodo-
biefistwo przynaleznosci do jednej z klas (pole posterior wyniku funkeji predict ()).
Krzywa ROC to zbiér punktéw wyznaczonych dla réznych pozioméw odcigcia (ang.
threshold) dla wspomnianego prawdopodobienistwa przynaleznosci do jednej z klas.
Wspétrzedne kazdego punktu to czulosé i specyficzno$é (dokladniej rzecz biorac
1-specyficznosé) otrzymana dla zadanego punktu odciecia.

Ponizej przyktad uzycia funkcji z pakietu ROCR, stuzacej do rysowania krzywych
ROC i innych o podobnych wtasciwosciach. Wynik graficzny przedstawiony jest na
rysunku 4.1. Na osiach tego wykresu moga by¢ przedstawiane rézne miary doktad-
noéci klasyfikacji, w zaleznosci od argumentow funkcji performance ().

# wyznaczamy obiekt klasy prediction, zawierajgcy informacje o prawdziwych
klasach, 1 prawdopodobienstwu przynaleznosci do wybranej klasy

pred <- prediction(oceny$posterior[,2], dane[-zbior.uczacy,3])

# wyznaczamy 1 wyrysowujemy wybrane miary dobroci klasyfikacji

perf <- performance(pred, "sens", "spec")

plot(perf)
perf <- performance(pred, "prec", "rec")
plot(perf)
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Rysunek 4.1: Wykres zalezno$ci czulosci od specyficznosci oraz miary prediction od
recall dla klasyfikacji z uzyciem funkeji lda().

Na rysunku 4.2 przedstawiamy ksztalty obszaréw decyzyjnych dla obu klasyfika-
toréw (do wyznaczania obszaréw decyzyjnych mozna si¢ postuzy¢ funkcja partimat (k1aR)
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lub drawparti(klaR)). Obszary decyzyjne wyznaczane sa dla wytrenowanego kla-
syfikatora, przedstawiaja do ktorej klasy zostatby przypisany punkt o okreslonych
wspotrzednych. Osoby chore na cukrzyce oznaczane sg czarnymi krzyzykami, osoby
zdrowe czerwonymi okregami. Punkty w ktorych przewidziana klasg byta by cukrzy-
ca zaznaczone sg ciemnoszarym kolorem a punkty dla ktorych klasyfikowaliby$my
do grona os6b zdrowych zaznaczono jasniejszym szarym kolorem.
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Rysunek 4.2: Przykladowe obszary decyzyjne dla liniowej i kwadratowej dyskryminacji
dostepne w funkcjach lda() o qda().

4.2 Metoda najblizszych sasiadow

Bardzo popularna metoda klasyfikacji jest metoda k-sgsiadow. Idea jej dzialania
jest prosta i intuicyjna. Nowemu obiektowi przypisuje si¢ klase, ktora wystepuje
najczesciej wsrdd jego k sasiadow (k najblizszych obiektéw znajdujacych sie w zbio-
rze uczacym, najblizszych w sensie okreslonej miary odlegtosci). Ten klasyfikator
dostepny jest w réznych funkcjach, poczawszy od knn(class) (zwykly klasyfika-
tor najblizszych sasiadow), przez kknn (kknn) (wazony klasyfikator k-sasiadow) oraz
knncat (knncat) (klasyfikator k-sasiadéw, réwniez dla zmiennych jakosciowych).
Ponizej przedstawimy implementacje metody k-sasiadéw z funkcji ipredknn (ipred).

Na rysunku 4.3 prezentujemy obszary decyzyjne wyznaczone dla réznej liczby sa-
siadow (odpowiednio k=3 i k=21) w omawianym zagadnieniu klasyfikacji na osoby
zdrowe i chore na cukrzyce. Poniewaz metoda k-sasiadéw bazuje silnie na odle-
glodciach pomiedzy obiektami (jako$ trzeba mierzy¢ odlegtosé od sasiadéw), przed
rozpoczeciem obliczen wykonamy skalowanie danych.

> # zaczynamy od przeskalouwnia danych
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> dane[,1:2] = scale(dane[,1:2])
> # budujemy klasyfikator k-sgsiadow, dla 3 sgsiadow
> klasyfikatorKNN = ipredknn(diabetes”glucose+insulin, data = dane, subset
=zbior.uczacy, k=3)
> # wykonujemy predykcje klas 1 wyswietlamy macierz kontyngencjt
> oceny = predict(klasyfikatorKNN, dane[-zbior.uczacy, ], "class")
> table(predykcja = oceny, prawdziwe = dane[-zbior.uczacy,3])
prawdziwe
predykcja neg pos
neg 98 25
pos 38 35

Btad klasyfikacji mozna liczy¢ na palcach (powyzsza procedure nalezato by usred-
ni¢ po kilku wstepnych podziatach na zbiér uczacy i testowy). Mozna tez btad kla-
syfikacji wyznaczy¢ wykorzysta¢ funkcje errorest (ipred). Wylicza ona btad kla-
syfikacji (okeslony jako procent Zle zaklasyfikowanych obiektéw) uzywajac réznych
estymatoréw tego bledu, w tym opartego na walidacji skrosnej (ocenie krzyzowej,
ang. cross validation, domyslnie z podziatem na 10 grup), metodzie bootstrap lub es-
tymatorze 6324. Estymator bledu mozemy wybraé¢ okreslajac argument estimator.
W funkcji errorest () jako kolejne argumenty nalezy wskazac¢ zbiér danych, metode
budowy klasyfikatora (argument model) oraz metode wyznaczania ocen dla zbioru
testowego (argument predict). Funkcja errorest() pozwala na jednolity spos6b
wyznaczenia btedu dla dowolnej metody klasyfikacji. Przedstawimy ponizej przyktad
dla metody najblizszych sasiadéw.

> # wyznaczmy blgd klasyfikacji dla metody 3 sgsiadow

> errorest(diabetes”glucose+insulin, data = dane, model=ipredknn, k=3,

+ estimator = "632plus", predict= function(ob, newdata) predict(
ob, newdata, "class"))

Call:
errorest.data.frame(formula = diabetes glucose + insulin, data = dane,
model = ipredknn, predict = function(ob, newdata) predict(ob, newdata
, "class")
, estimator = "632plus", k = 3)

.632+ Bootstrap estimator of misclassification error
with 25 bootstrap replications

Misclassification error: 0.2874

>

> # wyznaczmy blgd klasyfikacji dla metody 21 sgsiadow, powinna byc
stabilniejsza

> blad = errorest(diabetes”glucose+insulin, data = dane, model=ipredknn, k
=21,

+ estimator = "632plus", predict= function(ob, newdata) predict(
ob, newdata, "class"))
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> blad$error
[1] 0.2599233
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Rysunek 4.3: Przykladowe obszary decyzyjne dla metody k-sasiadéow z parametrami
k=3 i k=21.

4.3 Naiwny klasyfikator Bayesowski

Do klasyfikacji wykorzysta¢ mozna szeroks grupe metod bazujacych na ocenie praw-
dopodobienstwa przynaleznosci do okreslonej grupy. Dla kazdej z klas ocenia si¢ cze-
stos¢ (w przypadku ciagltym gestosé) wystepowania obiektéw o okreslonych parame-
trach. Nastepnie dla nowego obiektu wyznacza sie czestosci wystepowania obiektow
poszczegolnych klas i wybiera sie klase wystepujaca dla tych parametréw najczescie;j.

Do tej grupy metod nalezy naiwny klasyfikator Bayesowski. Bayesowski, ponie-
waz bazuje na regule Bayesa uzytej do wyznaczenia prawdopodobienstwa a posteriori
nalezenia do poszczegdlnych klas. Naiwnos¢ w tym kontekscie oznacza przyjete zato-
zenie, ze taczna gestos¢ wystepowania obiektéw jest iloczynem gestosci brzegowych.
Naiwny klasyfikator Bayesowski jest dostepny w funkcjach naiveBayes(e1071) i NaiveBayes(klaR).
Ponizej przedstawimy ta druga implementacje.

Sposob uzycia tej funkcji jest podobny do uzycia innych opisanych powyzej kla-
syfikatorow. Na rysunku 4.4 przestawione sg warunkowe brzegowe oceny gestosci dla
obu zmiennych dla kazdej z klas, na bazie tych gesto$ci wykonywana jest kalsyfika-
cja. Na rysunku 4.5 przedstawiamy przyktadowe obszary decyzyjne dla naiwnego
klasyfikatora Bayesowskiego.

> # konstruujemy naiwny klasyfikator Bayesowsk?
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> mN <- NaiveBayes(diabetes~glucose+insulin, data=dane, subset=zbior.
uczacy)
> # wyznaczamy oceny
> oceny <- predict(mN, dane[-zbior.uczacy,])$class
> table(predykcja = oceny, prawdziwe = dane[-zbior.uczacy,3])
prawdziwe
predykcja neg pos
neg 113 27
pos 23 33
> plot(mN)

4.4 Drzewa decyzyjne

Inng klasa klasyfikatorow sa cieszace sie duza popularnoscig metody bazujace na
drzewach decyzyjnych (klasyfikacyjnych). W tym przypadku klasyfikator jest repre-
zentowany przez drzewo binarne, w ktérego weztach znajduja sie pytania o wartosci
okreslonej cechy, a w lisciach znajduja si¢ oceny klas. Przyktad drzewa klasyfikacyj-
nego przedstawiamy na rysunku 4.6. Dodatkowo w lisciach przedstawiono proporcje
obiektow z obu klas, ktore znalazty si¢ w danym wezle, a wiec spetnity warunki
okreslone w poszczegblnych weztach drzewa. Jezeli nowe obiekty bedziemy przypi-
sywa¢ do klasy, ktora w danym liSciu wystepowata najczesciej, to dla trzech lisci
(czwartego, széstego 1 sibdmego) klasyfikowaé bedziemy do grupy oséb chorych, a w
pozostaltych lisciach bedziemy klasyfikowaé¢ do grupy osob zdrowych.

W pakiecie R metoda wyznaczania drzew decyzyjnych dostepna jest w wielu roz-
nych funkcjach. Popularnie wykorzystywane sa funkcje tree(tree), rpart (rpart)
oraz cpart(party). Ponizej przedstawimy tylko ta ostatnia, poniewaz sg dla niej
opracowane najbardziej atrakcyjne funkcje do prezentacji graficznej. Z wszystkich
wymienionych funkeji do konstrukeji drzew korzysta sie podobnie. Wymienione funk-
cje moga stuzy¢ zaréwno do wyznaczania drzew regresyjnych jak i klasyfikacyj-
nych, ale w tym miejscu przedstawimy tylko ich klasyfikacyjng nature. Do wizu-
alizacji drzew klasyfikacyjnych mozna wykorzystaé (w zaleznosci od tego jaka funk-
cja wyznaczyliémy drzewo) funkcje plot.BinaryTree(party), plot.tree(tree),
text.tree(tree), draw.tree(maptree), plot.rpart (rpart) oraz text.rpart(rpart).

Aby zbudowaé drzewo klasyfikacyjne nalezy okresli¢ kryterium podziatu, a wiec
na jaka wartos¢ ma by¢ minimalizowana przy tworzeniu kolejnych galezi (najczesciej
jest to btad klasyfikacji) oraz kryterium stopu (a wiec jak dtugo drzewo ma by¢ dzie-
lone). R6zne warianty drzew umozliwiaja kontrole réznych kryteriow, w przypadku
metody ctree() zarowno kryterium stopu jak i podzialu mozna okresli¢ argumen-
tem control (patrz opis funkcji ctree_control(party)). Ponizej przedstawiamy
przyktadows sesje z budowa drzewa klasyfikacyjnego.

Dlaczego nas
to nie dziwi?

> # okreslamy kryteria budowy drzewa klasyfikayjnego

> ustawienia <- ctree_control(mincriterion = 0.5, testtype = "
Teststatistic")

> # uczymy drzewo
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Rysunek 4.4: Warunkowe brzegowe oceny gestosci, na ich bazie funkcjonuje naiwny
klasyfikator Bayesowski.
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Rysunek 4.5: Przykladowe obszary decyzyjne dla naiwnego klasyfikatora Bayesowskiego.
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Rysunek 4.6: Przykladowe drzewo klasyfikacyjne wyznaczone funkcja ctree().
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Rysunek 4.7: Przyktadowe obszary decyzyjne dla drzewa klasyfikacyjnego.
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> drzewo <- ctree(diabetes~glucose+insulin, data=dane, subset = zbior.
uczacy, controls = ustawienia)
# narysujmy je
plot (drzewo)
# w standardowy sposob przeprowadzamy klasyfikacje
oceny = predict(drzewo, dane[-zbior.uczacy,])
table(predykcja = oceny, prawdziwe = dane[-zbior.uczacy,3])
prawdziwe
predykcja neg pos
neg 111 26
pos 25 34

V V. V Vv V

Zaleta drzew jest ich tatwos$¢ w interpretacji. Narysowany klasyfikator moze by¢
oceniony i poprawiony, przez eksperta z dziedziny, ktérej problem dotyczy.

Dla drzew zapisanych jako obiekty klasy tree lub rpart dostepne sa dwie przy-
datne funkcje umozliwiajace modyfikacje drzewa. Pierwsza to prune.tree(tree)
(prune.rpart (rpart)). Pozwala ona na automatyczne przycinanie drzewa, poszcze-
gb6lnymi argumentami tej funkcji mozemy ustali¢ jak drzewo ma by¢ przyciete. Moz-
na okresli¢ pozadang liczbe weztéw w drzewie, maksymalny wspotczynnik btedu
w lidciu drzewa oraz inne kryteria. Nie zawsze przycinanie automatyczne daje satys-
fakcjonujace rezultaty. W sytuacji gdy drzewo potrzebuje ludzkiej ingerencji moz-
na wykorzysta¢ funkcje snip.tree(tree) (snip.rpart(rpart)) pozwalajaca uzyt-
kownikowi na wskazanie myszka ktére wezty drzewa maja by¢ usuniete. Inne cieka-
we funkcje to misclass.tree(tree) (wyznacza blad klasyfikacji dla kazdego wezta
z drzewa) oraz partition.tree(tree) (wyznacza obszary decyzyjne dla drzew).

4.5 Lasy losowe

Wadg drzew klasyfikacyjnych jest ich mata stabilnosé. Sg jednak sposoby by temu
zaradzi¢. Takim sposobem jest konstruowanie komitetu klasyfikatoréow a wiec uzycie
metody bagging lub boosting. Nie wystarczyto tu miejsca by przedstawié¢ te metody
w ich ogolnej postaci, wspomnimy o nich na przyktadzie laséw losowych.

Idea, ktora przy$wieca metodzie laséw losowych mozne by¢ streszczona w zdaniu
,Niech lasy sktadaja sie z drzew”. Jak pamietamy w metodzie bootstrap generowano
replikacje danych, by oceni¢ zachowanie statystyki dla oryginalnego zbioru danych.
Odmiana metody bootstrap w zagadnieniu klasyfikacji jest bagging. Na bazie re-
plikacji zbioru danych konstruowane sg klasyfikatory, ktore na drodze glosowania
wiekszoscia wyznaczaja ostateczng klasa dla danej obserwacji. W przypadku lasow
losowych komitet klasyfikatoréw sktada sie z drzew klasyfikacyjnych, ktore sg treno-
wane na replikacjach zbioru danych, dla ustalonego podzbioru zmiennych.

Poniewaz drzew w lesie jest duzo, do komitet glosujacy demokratycznie charakte-
ryzuje si¢ wieksza stabilnoscig. Dodatkowa zaleta drzew jest naturalny nieobcigzony
estymator btedu klasyfikacji. Generujac replikacje losujac metoda z powtérzeniami,
srednio do replikacji nie trafia okoto jednej trzeciej obserwacji (w ramach ¢wiczen
warto to sprawdzi¢). Te obserwacje, ktore nie trafity do replikacji, mozna wykorzy-
sta¢ do oceny klasyfikatora nauczonego na danej replikacji. Taka ocena btedu okre-
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slana jest btedem OOB (ang. out-of-bag). Jeszcze inna zaleta drzew losowych jest
mozliwos¢ oceny zdolnosci dyskryminujacych dla poszczegélnych zmiennych (dzieki
czemu mozemy wybraé¢ najlepszy zbiér zmiennych).

Lasy losowe dostepne sg w funkcji randomForest (randomForest). Ponizej przed-
stawiamy przyktad jej uzycia. Poniewaz przy konstrukcji laséw losowych generowane
sg losowe replikacje zbioru danych, to aby moéc odtworzyé¢ uzyskane wyniki warto
skorzysta¢ z funkcji set.seed().

# ustawiamy ziarno generatora, by mozna bylo odtworzyé te wynikt

set.seed(1)

# Cwiczymy las

klasyfikatorRF <- randomForest(diabetes”glucose+insulin, data=dane,
subset=zbior.uczacy, importance=TRUE, proximity=TRUE)

# podsumowante lasu

> print(klasyfikatorRF)

vV V V V

\4

Call:
randomForest (formula = diabetes ~ glucose+insulin, data = dane,
importance = TRUE, proximity = TRUE, subset = zbior.uczacy)
Type of random forest: classification
Number of trees: 500
No. of variables tried at each split: 2

00B estimate of error rate: 21.94Y
Confusion matrix:
neg pos class.error
neg 106 20 0.1587302
pos 23 47 0.3285714
> # podobnie jak dla innych klasyfikatorow funkcjg predict() mozemy ocenié
etykietki na zbiorze testowym % porownacé btgd klasyfikacji z bitedem z
tnnych metod
> oceny = predict(klasyfikatorRF, dane[-zbior.uczacy,])
> table(predykcja = oceny, prawdziwe = dane[-zbior.uczacy,"diabetes"])
prawdziwe
predykcja neg pos
neg 114 25
pos 22 35

Lasy losowe s uznawane za jedng z najlepszych metod klasyfikacji. Ich dodatko-
wa zaleta jest mozliwo$¢ uzycia nauczonego lasu losowego do innych zagadnien niz
tylko do klasyfikacji. Przyktadowo na podstawie drzew z lasu mozna wyznaczy¢ ran-
king zmiennych, a tym samym okresli¢ ktoére zmienne majg lepsze wtasciwosci pre-

dykcyjne a ktore gorsze. Taka informacje przekazuje funkcja importance (randomForest),
mozna te informacje réwniez przedstawic graficznie z uzyciem funkcji varImpPlot (randomForest)

(przyktad dla naszego zbioru danych jest przedstawiony na rysunku 4.9).
Uzywajac lasow losowych (regresyjnych) mozna réwniez wykonaé¢ imputacje,

a wiec zastapi¢ brakujace obserwacje w zbiorze danych. Do tego celu mozna postu-

zy¢ sie funkcjg rfImpute (randomForest). Mozna rowniez zdefiniowa¢ na podstawie
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laséw losowych miare odstepstwa i wykrywac nia obserwacje odstajace (do tego ce-
lu stuzy funkcja outlier(randomForest)). Mozna réniez uzywajac laséw losowych
przeprowadza¢ skalowanie wielowymiarowe, osoby zainteresowane tym tematem po-
winny zaznajomic¢ sie z funkcjg MDSplot (randomForest)

4.6 Inne klasyfikatory

Powyzej wymienione metody to zaledwie poczatek gory lodowej funkcji do klasyfi-
kacji dostepnych w pakiecie R. Ponizej wymienimy jeszcze kilka nazw popularnych
klasyfikatoréw, oraz pokazemy w ktoérych funkcjach i pakietach dane metody sa do-
stepne.

e Sieci neuronowe.

Sieci neuronowe gotowe do uzycia w zagadnieniach klasyfikacji sa dostepne
w funkcjach nnet(nnet) (prosta w uzyciu sie¢ z jedna warstwa neuronéow
ukrytych) i train(AMORE) (bardziej zaawansowana funkcja do uczenia sieci
neuronowych).

e Metoda wektoréw podpierajacych (SVM, ang. Support Vector Ma-
chines).
Idea wykorzystywana w tej technice jest zwiekszenie wymiaru przestrzeni ob-
serwacji (przez dodanie nowych zmiennych np. transformacji zmiennych ory-
ginalnych) tak by obiekty réznych klas mozna byto rozdzieli¢ hiperptaszczy-
znami. Ta technika zyskata wielu zwolennikow, funkcje pozwalajace na jej wy-
korzystanie znajdujg sie w kilku pakietach np. ksvm(kernlab), svm(1071),
svmlight (klaR), svmpath(svmpath).

e Nearest mean classification 1 Nearest Shrunken Centroid Classifier .

Zasady dziatania podobne jak dla metod analizy skupien k-$rednich i PAM.
Metoda Nearest mean classification dostepna w funkcji nm(klaR) wyznacza
srednie dla obiektow z danej klasy i nowe obiekty klasyfikuje do poszczegol-
nych klas na podstawie wartosci odlegtosci nowej obserwacji od wyznaczonych
srednich. Metoda Nearest Shrunken Centroid Classifier dostepna w funkcji
pamr.train(pamr) dziata podobnie, tyle, ze zamiast $rednich wyznacza cen-
troidy.

e Metody bagging i boosting.
Idea obu metod opiera si¢ na tworzeniu replikacji zbioru danych, na ktérych
uczone sa klasyfikatory. Wiele funkcji ze wsparciem dla tych metod znajduje sie
w pakiecie boost (boosting) i ipred (bagging), np. funkcje adaboost (boost),
bagboost (boost), 12boost (boost), logitboost (boost), ipredbagg (ipred).
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Rysunek 4.8: Przykladowe obszary decyzyjne dla laséw losowych.
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Rysunek 4.9: Ranking zmiennych wykonany przez las losowy.



Rozdziat 5

Analiza kanoniczna

Podstawowe problemy i wyniki analizy kanonicznej zostaty sformutowane przez Ha-
rolda Hotellinga (wybitny ekonomista, matematyk, statystyk) w latach 1935-36.
Powstata jako metoda do badania zaleznosci pomiedzy dwoma zbiorami zmien-
nych.
Do dzis doczekata si¢ wielu uogoélnien i rozszerzen, np. na badanie relacji po-
miedzy wieloma zbiorami zmiennych, na badane relacji w obecnosci wspotliniowych
zmiennych (przez regularyzacje) itp.

5.1 Problem

Mamy dwa zbiory zmiennych {Xj, ..., X, } i {Y1,..., Y, }.

Chcemy znalez¢ taks kombinacje liniowa zmiennych z pierwszego zbioru, aby
korelowata ona mozliwie najsilniej ze zmiennymi z drugiego zbioru.

Innymi stowy, szukamy wektoréw wspotczynnikéw a i b, takich, ze

cor(a’ X,b'Y)

jest mozliwie najwieksza.

5.2 Rozwigzanie

Wektor wspotezynnikéw a to wektor wlasny odpowiadajacy najwiekszej wartosci
wlasnej macierzy

St S1571 S (5.1)

a wektor wspotczynnikow b to wektor wlasny odpowiadajacy najwigkszej wartosci
wlasnej macierzy

S1tS 19555 So1. (5.2)

Korelacja cor(a’ X, b'Y") to wartosé najwieksza warto$é wlasna z powyzszych ma-
cierzy.

[Wyprowadzenie na tablicy]

Nowe zmienne u; = @’ X i v; = V'Y wyjasniajg najwieksza czesé korelacji pomie-
dzy zbiorami wektorow X i Y, ale nie cata.

41
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Kolejnym krokiem jest znalezienie kolejnych zmiennych u; = a; X i v; = b;Y, tak

by:
e wektory u; sg nieskorelowane pomiedzy soba,
e wektory v; sa nieskorelowane pomiedzy soba,

e korelacje cor(u;, v;) tworza nierosnacy ciag odpowiadajacy mozliwie najwiek-
szym czastkowym korelacjom.

Jezeli obserwacje pochodza z wielowymiarowego modelu normalnego N (1, ¥) to
mozemy testowac:

HORZ:()Vl

Statystyka testowa dla testu ilorazu wiarogodnosci
LRT = —n log(l — R?)
i=1

ma asymptotyczny rozktad x2,.

Hy : R; = 0V,

Statystyka testowa dla testu ilorazu wiarogodnosci

LRT = —n Y log(l—R)
i=k+1

ma asymptotyczny rozktad x¢, s,
Wartos¢ n w statystykach testowych zamienia si¢ czasem na n — %(p +q+3), co
poprawia test.

5.3 Zalozenia

e wielowymiarowa normalnosc¢,

e brak obserwacji odstajacych (miara Cooka, Leverage, test Grubbsa, test Di-
xona)

e brak wspotliniowosci (reguta kciuka, wyznacznik > 107°)

Liczba obserwacji powinna by¢ wieksza od okoto 20xliczba zmiennych.
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5.4 Jak to zrobi¢ w R

Analiza kanoniczna jest zaimplementowana miedzy innymi w pakiecie CC' A w funk-
cji ec().
Przesledzmy ponizszy kod

> library(CCA)

> dane = read.table("dane.csv",header=T,sep=";")
> X = dane[,c(9:10)] # kolumny z waga

> Y = dane[,c(11:17)] # kolumny z MDRD

> wynik = cc(X,Y)

> wynik$cor

[1] 0.3754946 0.1907164

> wynik$xcoef

[,1] [,2]
wagastart 0.1047822 -0.09276486
wagaend -0.1154909 0.01404359
> wynik$ycoef

[,1] [,2]
MDRD7 0.056059823 0.05799373
MDRD30 -0.059196976 -0.03981322
MDRD6m -0.006987328 0.02870234
MDRD12m -0.094082377 0.07732582
MDRD24m 0.119735985 -0.09688825
MDRD36m -0.024980200 -0.01744831
MDRD60m -0.007345604 0.04083270
> plot(wynik$cor,type="b")
> plt.cc(wynik,var.label=T)
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5.5 Przykladowe wyniki
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5.6 Studium przypadku
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Analiza korespondencji

(odpowiednio$ci)

6.1 Problem

Obserwujemy dwie zmienne jako$ciowe. Pierwsza zmienna przyjmuje wartosci z ng
poziomdw, druga z ny pozioméw.

Interesuje nas, czy zmienne te sa od siebie niezalezne, a jezeli nie sg niezalezne
to ktére kombinacje poziomow wystepuja ze soba znacznie czescie].

Dane z ktérymi mamy do czynienia to macierz kontyngencji (tabela wielodziel-
cza) o wymiarach k x [ wyznaczona dla dwoch zmiennych o odpowiednio k i [ po-
ziomach. Jezeli k£ i [ sa male, to takg macierz mozna ogarng¢ rzutem oka. Jednak
dla zmiennych wystepujacych na wielu poziomach potrzebne sg juz dodatkowe na-
rzedzia.

6.2 Rozwigzanie

Aby ocenié¢ niezaleznoéé dwoch zmiennych mozna wykorzystaé test yx? z funkceji
chisq.test () lub inny test dla macierzy kontyngencji (jezeli poziomy sa uporzadko-
wane to dobrym rozwiazaniem bedzie test Cochrana-Armitage). Testem tym zwery-
fikujemy hipoteze o niezaleznosci czestosci wystepowan poszczegdlnych zmiennych.

Jezeli jednak odrzucimy te hipoteze zerowa, czyli przyjmiemy ze jest JAKAS
zaleznosé, to naturalnym pytaniem bedzie jaka to zalezno$¢ i pomiedzy ktérymi
poziomami.

Aby ocenié¢, ktore zmienne wystepuja czedciej ze sobg mozna wykonuje sie tzw.
analize korespondencji. Jezeli zmienne byly by niezalezne od siebie, to zachodzito
by réwnanie

gdzie p;; to prawdopodobienstwo zaobserwowania pierwszej zmiennej na poziomie
1 1 jednoczes$nie drugiej na poziomie j, p;. to prawdopodobienstwo zaobserwowa-
nia zmiennej pierwszej na poziomie ¢ a p.; to prawdopodobienstwo zaobserwowania
zmiennej drugiej na poziomie j.

45
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Zeby ocenié¢, ktére zmienne wystepuja czesciej lub rzadziej niz wynikato by to
z niezalezno$ci, wyznaczymy standaryzowane reszty Pearsonowskie, zastapimy tez
prawdopodobiefistwa ich czesto$ciowymi ocenami (czyli p to liczba obserwowanych
zdarzen podzielona przez liczbe wszystkich obserwowanych zdarzen)

5. — Dij — Di-P-j
1) T A A .
Di-p.j

Duze dodatnie wartosci €;; odpowiadajg wysokiemu wspotwystepowaniu, ujemne
wartosci odpowiadaja wystepowaniu rzadszemu niz losowe. Mozemy teraz macierz
E = [é;;] przedstawié w postaci graficznej uzywajac tzw. biplotu. Innymi stowy
wyznaczamy dekompozycje SVD macierzy E

T
Erxi = UkxiXnx1 V-

Kolumny macierzy Uy to wektory wlasne macierzy ETE a kolumny macierzy V
to wektory wlasne macierzy EET. Na przekatnej macierzy diagonalnej ¥ znajduja
sie tzw. wartosci singularne (osobliwe?) réwne pierwiastkom z wartosci whasnych
macierzy ETE i EET. Przy okazji” kolumny macierzy U rozpinaja ortonormalng
baze na kolumnach macierzy E a kolumny macierzy V rozpinajg ortonormlang baze
na wierszach macierzy E. Mozna wiec przedstawi¢ macierz E (lub mozliwie duzo
informacji z tej macierzy) we nowej przestrzeni okreslonej na bazie wspoétrzednych
wierszy i kolumn macierzy E.

6.3 Jak to zrobi¢ w R?

Przedstawimy funkcje ca(ca) oraz corresp(MASS). Obie stuzg do wykonania analizy
korespondencji. Wykonuja ja jednak w odrobine odmienny sposob przez co wyniki
koncowe tez sa inne.

6.4 Studium przypadku

Przedstawmy przyktad bazujacy na danych o zatrudnieniu w poszczegdlnych wo-
jewbdztwach. Zmienne ktore chcemy poréwnaé to Wojewddztwo (16 pozioméw) i
Sektor pracy (4 poziomy: rolnictwo, przemyst, ustugi, bezrobotni). Podejrzewamy,
ze struktura zatrudnienia rézni sie¢ pomiedzy wojewodztwami.

library (MASS)

library(ca)

library (RColorBrewer)

# przygotujmy wektor kolorow

kolory = rev(brewer.pal(11l,"Spectral"))

V V. V VvV V

\4

# wybierzmy interesujgce nas kolumny

> # konwertujemy tabele nma macierz, takiego formatu spodziewa sie funkcja
heatmap ()

> dane = as.matrix(daneGUS[,c(22:25)])
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> colSums (dane)

pr.rolnictwo pr.
2249

> rowSums (dane)
DOLNOSLASKIE
1218
LUBELSKIE
1018
MAZOWIECKIE
2373
PODLASKIE
478
SWIETOKRZYSKIE
622
ZACHODNIOPOMORSKIE
578

> # jak wyglgda mac
> head(dane)

DOLNOSLASKIE
KUJAWSKO-POMORSKIE
LODZKIE

LUBELSKIE

LUBUSKIE
MALOPOLSKIE

przemysl pr.uslugi
4680 8309

KUJAWSKO-POMORSKIE
791

LUBUSKIE

451

OPOLSKIE

379

POMORSKIE

792
WARMINSKO-MAZURSKIE
573

1erz z danymi?

bezrobotni
743

LODZKIE

1304
MALOPOLSKIE
1336
PODKARPACKIE
8562

SLASKIE

1845
WIELKOPOLSKIE
1371

pr.rolnictwo pr.przemysl pr.uslugi bezrobotni

74
128
220
328

43
205

415
245
384
197
151
381

651
369
636
447
244
689

78
49
64
46
13
61

47

Macierz 64 liczb jest trudno ogarnac¢ nieuzborojonym okiem. Mozemy zauwazy¢,
ze biorac pod uwage, ze najwiecej ludzi pracuje w sektorze ustugowym (8 309 tys.)
réwniez tatwo zauwazy¢, ze najludniejsze jest wojew6dztwo Mazowieckie (2 373 tys.)
ale z tych surowych danych ciezko wyciagnac glebszy wniosek.

vV V V

# te macierz mozna przedstawié w postacti graficznej
# czerwony odpowiada duzym liczbom, niebieski matym
heatmap(dane,scale="col",Colv=NA, col= kolory)

> # zobaczmy czy sa zaleznosci pomiedzy kolumnami 7 wierszami, wyglgda na

to ze nie sg to
chisq.test (dane)

\2

Pearson’s C

data: dane

niezalezne cechy

hi-squared test

X-squared = 1031.905, df = 45, p-value < 2.2e-16

Wykonali$my test y? i otrzymali$émy bardzo malg p-wartoéé, ktéra upewnita nas

w przekonaniu, ze wojewodztwa maja inng strukture zatrudnienia.
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> # zobaczmy ktore kombinacje wystepujqg czesciej niz w przypadku

niezaleznosct

> # policzymy residua Pearsonowskie
> P = dane/sum(dane)
> # macierz czestosci oczekiwanych
> PP = outer (rowSums (P),colSums(P))
> # macierz residuow Pearsonowskich
> E = (P-PP)/sqrt(PP)
> head(E)

pr.rolnictwo pr.przemysl pr.uslugi  bezrobotni
DOLNOSLASKIE -0.05885 0.02442  0.00557 0.022465
KUJAWSKO-POMORSKIE 0.01250 0.00694 -0.01648 0.015945
LODZKIE 0.02130 0.00086 -0.01275 0.003427
LUBELSKIE 0.12209 -0.04632 -0.02829 -0.001528
LUBUSKIE -0.02032 0.01302 0.00491 -0.013765
MALOPOLSKIE 0.00979 -0.00409 -0.00168 -0.001118

> # te macierz rowniez mozna przedstawié za pomocqg mapy ciepta
> heatmap(E,scale="none",Colv=NA,col= kolory)

WyznaczyliSmy macierz reszt Pearsonowskich F (ktorg tez przedstawiliémy gra-
ficznie z uzyciem mapy ciepta) i z tej macierzy mozemy juz odczytaé¢ w ktérych
wojewoOdztwach poszczegolne sektory sa popularniejsze. Najwicksze reszty obserwu-
jemy dla sektora rolnictwa, zaréwno duze dodatnie wartosci (w wojewddztwie lubel-
skim, podlaskim, podkarpackim i §wietokrzyskim) jak i duze (co do modutu) ujemne
wartosci (w wojewddztwie §laskim i dolnoslaskim).

Mozemy teraz przedstawié¢ graficznie macierz E z uzyciem biplotu (z wykorzy-
staniem dekompozycji SVD).

wykonujemy dekompozycje na wartosct osobliwe (singularne/szczegolne)

svd(E)

t (apply (A$u, 1, "x", sqrt(A$d)))

t(apply (A$v, 1, "x", sqrt(A$d)))

zwykle wspotrzedne liczone sq ze wzorow, w ktorych A jest dekompozycja
innej macterzy

[TODO: uzupetnié albo pomingll]

A = Dr~(-1/2) A$u A$d

B = Dc~(-1/2) A$v a$d

plot(rbind(X[,1:2], Y[,1:2]), xlab="", ylab="", main="Bramka nr. 1", lwd
=3)

¥ V V V V
=< X o=
Il

Vo # B R

# analiza korespondencji z uzyciem pakietu MASS

biplot(corresp(dane, nf = 2))

# analiza korespondencji z uzyciem pakietu ca

# argument mass powoduje ze liczebnosct komérek odpowiadajg wielkoSciom
punktow na wykresie

plot(ca(dane), mass=c(T,T))

> summary(ca(dane))

vV V V V

A\
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Principal inertias (eigenvalues):

dim value % cumj), scree plot
[1,] 1 0.054859 85.0 85.0 skkkskskokskskskskokskskskskkokk ok k ok k kK
(2,1 2 0.007352 11.4 96.3 *x*
[3,] 3 0.002360 3.7 100.0
4,]  ————

[5,] Total: 0.064571 100.0

Rows
name mass qlt inr k=1 cor ctr k=2 cor ctr
1 | DOL | 76 918 71 | -2256 837 70 | -70 81 b1 |
2 | KuJ | 49 848 11 | 65 286 4 | -91 563 56 |
3 | LOD | 82 1000 10 | 80 838 10 | -35 162 14 |
4 | LUBE | 64 1000 277 | 527 990 322 | 53 10 24 |
5 | LUBU | 28 723 12 | -142 719 10| -11 4 0 |
6 | MAL | 84 995 2 | 37 960 2 | 7 34 1|
7 | MAZ | 148 1000 88 | -95 238 25 | 171 762 587 |
8 | O0PO | 24 496 3 | -5 2 0| -68 494 15 |
9 | PODK | 53 926 78 | 296 925 8 | -12 2 1 |
10 | PODL | 30 994 56 | 342 974 64 | 49 20 10 |
11 | POM | 50 939 24 | -171 919 26 | 25 20 4 |
12 | SLA | 115 995 187 | -319 970 214 | -52 25 42 |
13 | SWI | 39 968 128 | 443 926 139 | -94 41 47 |
14 | WAR | 36 515 4 | -42 246 1| -44 269 10 |
15 | WIE | 86 808 15 | -1 0 0| -97 808 109 |
16 | ZAC | 36 806 33 | -203 702 27 | 78 103 30 |
Columns
name mass qlt inr k=1 cor ctr k=2 cor ctr

1| pr.r | 141 999 720 | 574 999 847 | -4 0 0|
2 | pr.p | 293 967 128 | -120 509 77 | -114 458 514 |
3| pr.s | 520 1000 111 | -90 587 77 | 75 413 402 |
4 | bzr | 46 236 42 | 21 7 0| -115 228 83 |

Przy opisie analizy korespondencji czesto wymienianym czynnikiem jest iner-
cja, nazywana czasem bezwladnoscia (przez podobiefistwo do inercji w fizyce). Aby
opisa¢ formalnie czym jest ta miara musimy zaczaé¢ od kilku innych pojec.

Niech masa wiersza i masa kolumny bedzie okreslona jako brzegowe czestosci
macierzy kontyngencji.

> (masa.kolumny = colSums(prop.table(dane)))
pr.rolnictwo pr.przemysl pr.uslugi  bezrobotni
0.14072962  0.29284776  0.51992992  0.04649271
> (masa.wiersza = rowSums(prop.table(dane)))
DOLNOSLASKIE KUJAWSKO-POMORSKIE LODZKIE
0.07621551 0.04949628 0.08159690
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LUBELSKIE LUBUSKIE MALOPOLSKIE
0.06370064 0.02822101 0.08359927
MAZOWIECKIE OPOLSKIE PODKARPACKIE
0.14848883 0.02371566 0.05331331
PODLASKIE POMORSKIE SLASKIE
0.02991052 0.04955885 0.11544960
SWIETOKRZYSKIE WARMINSKO-MAZURSKIE WIELKOPOLSKIE
0.03892122 0.03585508 0.08578937
ZACHODNIOPOMORSKIE
0.03616795

Profilem wiersza (kolumny) beda wartosci w wierszu (kolumnie) unormowane
przez mase kolumny (wiersza).

> head(profil.kolumny <- dane/rowSums(dane))
pr.rolnictwo pr.przemysl pr.uslugi bezrobotni

DOLNOSLASKIE 0.060755634  0.3407225 0.5344828 0.06403941
KUJAWSKO-POMORSKIE 0.16182048 0.3097345 0.4664981 0.06194690
LODZKIE 0.16871166  0.2944785 0.4877301 0.04907975
LUBELSKIE 0.32220039 0.1935167 0.4390963 0.04518664
LUBUSKIE 0.09534368  0.3348115 0.5410200 0.02882483
MALOPOLSKIE 0.15344311 0.2851796 0.5157186 0.04565868

Tak unormowane profile wierszy i kolumn moga by¢ ze soba poréwnywane. Im
wieksza odlegltos¢ pomiedzy profilami kolumn tym mniejsza zalezno$¢ pomiedzy
czynnikami opisanymi w tych kolumnach (oczywiscie dla wierszy jest tak samo).
Sredni profil kolumnowy to masa wiersza a $redni profil wierszowy to masa kolumn.

Inercja to odlegtoéé (w mierze x?) pomiedzy dang kolumng (wierszem, punktem)
a Srednig wartoscia dla kolumn (wierszy). Catkowita inercja to suma odlegtosci dla
wszystkich kolumn (wierszy). Im wigksza inercja tym punkty sa oddalone
dalej od $redniego profilu wiersza/kolumny.

[TODO: uzupekié. nawiazaé¢ do wynikéw funkeji summary.ca()]

Wiyniki powyzszych instrukeji oglada¢ mozna na wykresie 6.1 i kolejnych.

Analizujac ten wykres mozna zauwazy¢ ciekawe zroznicowanie wojewodztw. Na
osi X najwieksza wspotrzedna ma zmienna pr.rolnictwo, a wiec to ta zmienna od-
powiada najwigkszemu zréznicowaniu wojewodztw. Wysoki wartosci na tej osi osia-
gaja wojewoddztwa gdzie zatrudnienie w rolnictwie byto wyzsze niz srednie. Druga
o$ rozréznia wojewddztwa w ktorych dominuje zatrudnienie w sektorze ustug (do-
datnie wartosci) versus zatrudnieniu w przemysle lub braku zatrudnienia (niestety
profil zatrudnienia w przemysle i braku zatrudnienia jest podobny).

Osoby w wojewodztwach Mazowieckim i Zachodniopomorskim czesciej pracuja
w sektorze ustug, w wojew6dztwach Lubelskim, Podlaskim, Swietokrzyskim i Pod-
karpackim dominuje zatrudnienie w sektorze rolniczym, w wojewédztwach Slaskim i
Dolnoslaskim dominuje zatrudnienie w przemysle te wojewodztwa maja tez wicksze
problemy z bezrobociem.

[TODO: opisa¢ podobienstwa i réznice do PCA]
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Rysunek 6.1: Przyktad analizy korespondencji.
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@
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|
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pr.rolnictwo
pr.przemysl
pr.uslugi
bezrobotni
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PODKARPACKIE
KUJAWSKO-POMORSF
POMORSKIE
LUBELSKIE
WARMINSKO-MAZURS
LUBUSKIE
ZACHODNIOPOMORSK
SWIETOKRZYSKIE
PODLASKIE
OPOLSKIE
MALOPOLSKIE
LODZKIE
WIELKOPOLSKIE
DOLNOSLASKIE
MAZOWIECKIE

SLASKIE

Rysunek 6.2: Mapa ciepta dla danych oryginalnych (kolory normalizowane po kolum-

nach).

pracujacy.rolnictwo
pracujacy.przemysl|
pracujacy.uslugi
bezrobotni

Rysunek 6.3: Mapa ciepta dla reszt Pearsonowskich.

SWIETOKRZYSKIE

PODLASKIE

PODKARPACKIE

LUBELSKIE

KUJAWSKO-POM!

LODZKIE

WIELKOPOLSKIE

OPOLSKIE

WARMINSKO-MA:

MALOPOLSKIE

MAZOWIECKIE

SLASKIE

DOLNOSLASKIE

ZACHODNIOPOMC(

LUBUSKIE

POMORSKIE



Rozdzial 7

Przyktad analizy szeregow
czasowych

7.1 Wprowadzenie
W sktad szeregu czasowego moga wchodzi¢ nastepujace elementy:
e trend

— deterministyczny

— stochastyczny
e wahania sezonowe
— addytywne

— multiplikatywne

> plot(log(AirPassengers),col=2,las=1,1wd=2) # Rys. 7.1

> plot(AirPassengers,col=2,las=1,1wd=2) # Rys. 7.2
6.5
600 —
% 6.0 500
g 4
j=2) [
g £ 400
3 55 2
2 € 300
\g’/ <
= 504 200
100 —
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1950 1952 1954 1956 1958 1960 1950 1952 1954 1956 1958 1960
Time Time
Rysunek 7.1: Szereg addytywny. Rysunek 7.2: Szereg multiplikatywny.

Wérod szeregow czasowych rozrézniamy dwa rodzaje procesoOw stochastycznych:
stacjonarne (w ktérych nie wystepuje trend) oraz niestacjonarne (w ktérych wy-
stepuje trend). Aby wyeliminowaé tendencje rozwojowa z danego procesu mozna
wykorzysta¢ do tego celu réznicowanie:

Ay =y — Yo

23



Rozdzial 7. Przyktad analizy szeregéw czasowych 54

> dy=diff(y,lag=1,differences=1) # jednokrotne rdéznicowanie

AAy, = Ay — Ay
> ddy=diff(y,lag=1,differences=2) # dwukrotne rdznicowanie

> plot(diff (log(AirPassengers)),col=2,las=1,1wd=2) # Rys. 7.3

> plot(diff (AirPassengers),col=2,las=1,1lwd=2) # Rys. 7.4

0.2 —
? & 50
2 2
a g
& 00 g 07
g ¢
kS <
£ -0.1 £ -50
=l

w027 -100

T T T T T T T T
1950 1952 1954 1956 1958 1960 1950 1952 1954 1956 1958 1960
Time Time

Rysunek 7.3: Brak trendu, sezonowosé Rysunek 7.4: Brak trendu, sezonowos¢
addytywna. multiplikatywna.

W érodowisku R dostepne sg takze funkcje dotyczace filtrowania szeregéw czaso-
wych. Jest to takie przeksztatcenie danych ktore doprowadza do oczyszczenia szeregu
czasowego z wahan periodycznych. W paczce mFilter dostepnych jest kilka takich
filtrow:

e Baxter-King — bkfilter (mFilter),

e Christiano-Fitzgerald — cffilter(mFilter),

e Butterworth — bwfilter (mFilter),

e Trigonometric regression — trfilter (mFilter),
e Hodrick-Prescott — hpfilter (mFilter).

Stosujac filtr HP nalezy pamieta¢ o odpowiednim doborze parametru A. Hodrick
oraz Prescott zalecajg, aby wartos¢ wspotezynnika A\ byta réwna 400, 1600 i 14400
odpowiednio dla danych rocznych, kwartalnych i miesigcznych.

library(mFilter)

ftltr Hodrick-Prescott dla danych miesiecznych

f=mFilter (AirPassengers,filter="HP", freq=14400,drift=FALSE)

wykresy

par (mfrow=c(2,1) ,mar=c(3,4,2,1) ,cex=.8)
plot(AirPassengers,las=1,col="red",lwd=2,main="Hodrick-Prescott filter")
lines(f$trend,col="blue’)
legend(’topleft’,’trend’,col=’blue’,lty=1,bty="n")
plot(f$cycle,las=1,col="red’,lwd=2,

main=’Cyclical component (deviations from trend)’)

V VV V V $H% V % V
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Hodrick—-Prescott filter

600 1 — trend
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Rysunek 7.5: Filtr Hodrick-Prescott.

7.2 Identyfikacja trendu i sezonowosci

7.2.1 Analiza wariancji — ANOVA

Ocena wystepowania trendu oraz wahan periodycznych zostanie dokonana na przy-
ktadzie miesiecznej stopy bezrobocia w Polsce w okresie od 01-2004 do 10-2010 roku.

20
18
16
14
12
10

T T T T T T T
2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010

Rysunek 7.6: Stopa bezrobocia w Polsce od 01-2004 do 10-2010 roku.

# wektor danych:

> b=c(

20.6, 20.6, 20.4, 19.9, 19.5, 19.4, 19.3, 19.1, 18.9, 18.7, 18.7, 19.0,
19.4, 19.4, 19.2, 18.7, 18.2, 18.0, 17.9, 17.7, 17.6, 17.3, 17.3, 17.6,
18.0, 18.0, 17.8, 17.2, 16.5, 16.0, 15.7, 15.5, 15.2, 14.9, 14.8, 14.9,
15.1, 14.9, 14.4, 13.7, 13.0, 12.4, 12.2, 11.9, 11.6, 11.3, 11.3, 11.4,
11.7, 11.5, 11.1, 10.5, 10.0, 9.6, 9.4, 9.1, 8.9, 8.8, 9.1, 9.5,
10.5, 10.9, 11.2, 11.0, 10.8, 10.7, 10.8, 10.8, 10.9, 11.1, 11.4, 11.9,
12.7, 13.0, 12.9, 12.3, 11.9, 10.6, 10.7, 11.4, 11.5)

# przeksztalcenie wektora danych na szereg czasowy:
> b=ts(b,freq=12,start=c(2004,1))

> T=rep(c(2004,2005,2006,2007,2008,2009,2010),c(12,12,12,12,12,12,9))
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> T=factor(T)
> S=rep(1:12,7);S=S[-c(82:84)]
> S=factor(S)

Identyfikacje szeregu czasowego mozna przeprowadzi¢ na kilka sposobdéw. Jednym z
nich jest analiza wariancji ANOVA.

> anova(lm(b~T+S))
Analysis of Variance Table

Response: b

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
T 6 990.99 165.165 523.410 < 2.2e-16 ***
S 11 51.67 4.697 14.886 1.130e-13 **x*
Residuals 63 19.88 0.316

Signif. codes: O ‘x**’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 .’ 0.1 ¢ ’ 1

Na podstawie przeprowadzonej analizie wariancji, nalezy stwierdzi¢, ze w omawia-
nym szeregu czasowym wystepuje trend (p-value = 2.2e — 16). W celu dokonania
dalszej identyfikacji szeregu (oceny wystepowania sezonowosci) nalezy wyeliminowaé
tendencje rozwojowa (np. poprzez réznicowanie).

> anova(lm(diff (b) “T[-1]+S[-1]))
Analysis of Variance Table

Response: diff(b)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
T[-1] 6 1.7879 0.29798 8.1625 1.617e-06 **x*
S[-1] 11 6.8836 0.62578 17.1420 6.600e-15 *x*x*
Residuals 62 2.2634 0.03651

Signif. codes: 0O ‘“*xx’ 0.001 ‘*%’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ ’ 1

Jednokrotne réznicowanie szeregu nie przyniosto porzadanego efektu (p-value =
1.617e — 06). Zatem powinnismy badany szereg podda¢ dwukrotnemu réznicowa-
niu. Nalezy te procedure powtarzaé¢, az do skutku czyli wyeliminowamia trendu.

> anova(lm(diff(b,1,2) " T[-c(1,2)]1+S[-c(1,2)]1))
Analysis of Variance Table

Response: diff(b, 1, 2)

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)
T[-c(1, 2)] 6 0.0383 0.00639 0.1030 0.9958
S[-c(1, 2)] 11 4.3495 0.39541 6.3775 6.621e-07 **x*
Residuals 61 3.7820 0.06200

Signif. codes: 0O ‘“*xx’ 0.001 ‘*%’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ ’ 1

Dopiero dwukrotne réznicowanie przyniosto porzadany efekt (p-value = 0.9958). Tak
wiec teraz mozemy stwierdzi¢, ze w badanym szeregu czasowym wystepuje sezono-
wosé (p-value = 6.621e — 07).
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> summary (1m(b~T+S))

Call:
Im(formula = b ~ T + S)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.75126 -0.20245 0.02639 0.19755 1.45139

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 20.75959 0.26044 79.710 < 2e-16 *x*x
T2005 -1.31667 0.22933 -5.741 2.91e-07 *xx*
T2006 -3.30000 0.22933 -14.390 < 2e-16 **x*
T2007 -6.74167 0.22933 -29.397 < 2e-16 *xxx*
T2008 -9.57500 0.22933 -41.752 < 2e-16 **x*
T2009 -8.50833 0.22933 -37.101 < 2e-16 *x*x*
T2010 —-7.87546 0.25064 -31.422 < 2e-16 ***
S2 0.04286 0.30026 0.143 0.886958

S3 -0.14286 0.30026 -0.476 0.635883

sS4 -0.67143 0.30026 -2.236 0.028894 *
S5 -1.15714 0.30026 -3.854 0.000275 *x*
S6 -1.61429 0.30026 -5.376 1.18e-06 **x*
S7 -1.71429 0.30026 -5.709 3.29e-07 x*x*
S8 -1.78571 0.30026 -5.947 1.31e-07 **x*
S9 -1.91429 0.30026 -6.375 2.42e-08 x*xx*
510 -2.16931 0.31386 -6.912 2.85e-09 **x*
S11 -2.08598 0.31386 -6.646 8.23e-09 *xx
S12 -1.80265 0.31386 -5.744 2.88e-07 **x*
Signif. codes: O ‘x**’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 .7 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 0.5617 on 63 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9813, Adjusted R-squared: 0.9762
F-statistic: 194.4 on 17 and 63 DF, p-value: < 2.2e-16

Oszacowane wspotczynniki regresji liniowej wskazuja jakie sa réznice miedzy Sredni-
mi stapami bezrobocia w poszczegdlnych latach oraz miesigcach. Punktem referen-
cyjnym dla czynnika T jest 2004 rok, dla S styczen. Aby zmieni¢ punkt odniesienia
np. na rok 2005 wystarczy wykona¢ komende:

> T = relevel(T, ref="2005")

a nastepnie przeprowadzic¢ regresje. Jesli chcemy wyznaczy¢ srednie stopy bezrobocia
w poszczegdlnych latach trzeba skorzysta¢ z funkeji tapply (base):

> tapply(b,T,mean)
2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010
19.508333 18.191667 16.208333 12.766667 9.933333 11.000000 11.888889

Prezentacje graficzng ksztattowania sie Srednich mozemy wykonaé¢ w nastepujacy
sposob:
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Rysunek 7.7: Srednie dla miesiecy.

mean of b

interaction.plot(T,S,b,col=1:12,las=1,1wd=2) # Rys. 7.7
interaction.plot(S,T,b,col=1:7,las=1,1lwd=2)

# Rys. 7.8
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Rysunek 7.8: Srednie dla lat.

7.2.2 Funkcja autokorelacji — ACF

Do identyfikacji sktadowych szeregu czasowego (trendu oraz sezonowosci) mozna
rowniez wykorzystaé funkcje autokorelacji — ACF. W $rodowisku R jest dostepna
funkcja graficzna tsdisplay(forecast), za pomoca ktorej zostaja wygenerowane
trzy wykresy: krzywa badanego zjawiska, funkcja autokorelacji ACF oraz funkcja
czesciowej autokorelacji PACF.

| > tsdisplay(b,col=2,1wd=2,las=1)
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Rysunek 7.9: Funkcja ACF oraz PACF.

Poniewaz funkcja autokorelacji ACF maleje wyktadniczo wraz ze wzrostem parame-
tru p (rys.7.9) nalezy sadzi¢, ze w badanym procesie wystepuje trend.

| > tsdisplay(diff(b),col=2,1lud=2,las=1)
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Rysunek 7.10: Funkcja ACF oraz PACF dla pierwszych réznic.

Po zastosowaniu funkcji réznicowania szeregu czasowego trend zostal wyelimino-
wany a funkcja ACF wskazuje na wystepowanie miesiecznych wahan sezonowych
(rys.7.10).

Zatem na podstawie analizy ANOVA oraz funkcji ACF doszliémy do wniosku,
ze badany szereg czasowy charakteryzuje si¢ trendem oraz sezonowoscia. Réwniez
dzieki funkcji stl(stats) za pomoca ktérej dokonalismy dekompozycji badanego
procesu (rys. 7.11) mozemy potwierdzi¢ wystepowanie tendencji rozwojowej oraz
wahan periodycznych.

| > plot(stl(b,s.window="periodic"),col=2,1wd=2)
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Rysunek 7.11: Dekompozycja szeregu czasowego.
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7.3 Modele autoregresyjne ARIMA

Modele ARIM A stuzg do analizy stacjonarnych szeregéw czasowych. W przypadku
gdy szereg jest niestacjonarny nalezy sprowadzi¢ go do stacjonarnosci np. poprzez
réznicowanie. W sktad modelu ARIM A(p, d, q) moga wchodzié¢ nastepujace elemen-

ty:
e AR(p) — autoregresja (rzad opdznienia p)
e [(d) — stopien integracji szeregu (krotnosé réznicowania d)
e MA(q) — érednia ruchoma (rzad opdznienia q)

7 kolei gdy w badanym procesie wystepuje sezonowos¢ nalezy estymowa¢ model o
postaci SARIMA(p,d, q)(P, D, Q),, gdzie:

e m — sezonowos¢ (np. dla m = 4 sezonowosé kwartalna)
e P — autoregresja sezonowa

e D — integracja sezonowa

e () — Srednia ruchoma sezonowa

Prawie kazdy model ARIM A mozna zapisa¢ w dwojaki sposob np dla procesu y;:

o ARIMA(2,0,0) czyli AR(2):

Y = Q1lYp—1 + QYo + &
e ARIMA(2,0,1) czyli ARMA(2,1):

Y = 0qYp—1 + Yo — Bier—1 + &

o ARIMA(2,1,0) czyli ARI(2,1):

Ay = a1 Ay + Ay_9 + &4

o SARIMA(1,0,0)(2,0,0), czyli SAR(1)(2)s:

Yt = QY1 T Q2Yt—g + Q3Y-8 + &4

Srodowisko R dostarcza wiele funkcji za pomoca ktérych mozemy estymowac
modele typu ARIM A. Przyktadowo komenda ar (stats) daje mozliwos¢ estymacji
modeli autoregresyjnych AR(p). Opcja method oferuje kilka sposobéw szacowania
parametrow modelu: "burg", "ols", "mle", "yule-walker", "yw". Z kolei funk-
cja arima(stats) stuzy do estymacji modeli ARIMA lub SARIM A. Warto takze
zwrbHci¢ uwage na pakiet forecast ktory dostarcza szereg funkeji do analizy szeregow
czasowych.
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7.3.1 Estymacja

Wykorzystujac funkcje auto.arima(forecast) proces estymacji modelu ARIM A
przebiega w sposob caltkowicie automatyczny. Sposréd wielu estymowanych mode-
li zostaje wybrany ten, ktory charakteryzuje si¢ najmniejsza wartoscig kryterium
informacyjnego AIC.

> m=auto.arima(b)

> summary (m)

Series: b
ARTMA(1,1,0)(1,0,0) [12]

Call: auto.arima(x = b)
Coefficients:
aril sarl
0.5580 0.7313
s.e. 0.0912 0.0834

sigma”2 estimated as 0.04792: 1log likelihood = 3.24
AIC = -0.48 AICc = -0.16 BIC = 6.67

In-sample error measures:

ME RMSE MAE MPE MAPE
-0.007606623 0.217557172 0.137980842 0.021537486 1.097890864
MASE

0.450549687
Oczywiscie mozna takze samemu wyznaczac liczbe parametréw p, d, q, P, D, Q.

> m=arima(b,order=c(1,1,0),seasonal=list(order=c(1,0,0),period=12))
> summary (m)

Series: b

ARIMA(1,1,0)(1,0,0) [12]

Call: arima(x = b, order = c(1, 1, 0), seasonal = list(order = c(1, 0, 0),
period = 12))

Coefficients:
arl sarl
0.5580 0.7313
s.e. 0.0912 0.0834

sigma”2 estimated as 0.04792: 1log likelihood = 3.24
AIC = -0.48 AICc = -0.16 BIC = 6.67

In-sample error measures:

ME RMSE MAE MPE MAPE
-0.007606623 0.217557172 0.137980842 0.021537486 1.097890864
MASE

0.450549687
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Warto rowniez zaznaczy¢, ze w programie R mamy mozliwosé symulowania pro-
ces6w autoregresji.

> y=arima.sim( n=1000,
innov=rnorm(1000,0,2), # skiadnik losowy ma rozklad N(0,2)
model=1ist(
order = c(2,1,1), # tloS¢ parametréw
ar = c(0.3, 0.6), # wartosSct parametréw p
ma = c( 0.2), # wartosci parametrow q
sd = sqrt(0.1)))
> y=ts(y)

—-200
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-800 —

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

Rysunek 7.12: Prezentacja graficzna symulowanego procesu.
> s=arima(y,order=c(2,1,1));s

Series: y
ARIMA(2,1,1)

Call: arima(x =y, order = c(2, 1, 1))

Coefficients:
arl ar2 mal
0.3596 0.5568 0.1741
s.e. 0.0710 0.0628 0.0878

sigma”2 estimated as 4.57: 1log likelihood = -2179.67
AIC = 4367.34 AICc = 4367.38 BIC = 4386.97

Dzieki zastosowaniu funkcji ndiffs(forecast) mamy mozliwos¢ sprawdzenia czy
rzeczywiscie proces y jest zintegrowany w stopniu pierwszym tzn. I(1). Za pomo-
ca opcji test mozemy wybraé¢ procedure z jakiej chcemy skorzystaé: pp — test
Phillipsa-Perrona,adf — test Dickeya-Fullera lub kpss — test Kwiatkowski-Phillips-
Schmidt-Shin. Poziom istotnosci alpha takze mozemy zmieniac.

> ndiffs(y,test="pp",alpha=0.05)
[1] 1

Wynikiem funkcji ndiffs(forecast) zawsze jest stopien zintegrowania badanego
procesu. Zatem nalezy stwierdzi¢, ze w zmiennej y wystepuje pierwiastek jednostko-
wy d = 1.
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7.3.2 Weryfikacja

Etap weryfikacji oszacowanego modelu ARIMA polega na sprawdzeniu hipotezy ze-
rowej o braku zjawiska autokorelacji w procesie reszt. Do tego celu mozemy wyko-
rzystac test Ljunga-Boxa.

# wyznaczentie p-value dla testu na autokorelacje reszt Ljunga-Boza:
> r=resid(m)
> k <- 10 # maksymalny stopien autokorelacjt
> p <- rep(NA, k)
for (i in 1:k) {
pli]l <- Box.test(r, i, type = "Ljung-Box")$p.value
}
> p=round(p, 8) # p-wvalue
> P
[1] 0.9535022 0.9152974 0.5318782 0.6333194 0.7667281 0.8522917 0.8863058
[8] 0.9348725 0.9625130 0.9775571

Tak wiec na podstawie testu Ljunga-Boxa brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy
zerowe] zaktadajacej brak autokorelacji. Wniosek ten potwierdzaja rowniez wykresy
wykonane za pomoca komendy tsdiag(stats) (rys. 7.13).

| > tsdiag(m)

Standardized Residuals
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Time

ACF of Residuals

ACF
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Rysunek 7.13: Diagnostyka reszt modelu.

7.3.3 Prognozowanie

Funkcja forecast(forecast) stuzy do obliczania prognoz na podstawie danego
modelu. W naszym przyktadzie liczbe okresow do prognozowania zostala ustalona
na 12 miesigcy. Natomiast przedzialy predykeji zostaly ustalone na poziomie 80%
i 95% — sa to wartosci domyslne. Gdybysmy chcieli je zmieni¢ na 99% wystarczy
uzy¢ polecenia level=99.
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> forecast(m,h=12)

Point Forecast Lo 80 Hi 80 Lo 95 Hi 95
Oct 2010 11.66125 11.380716 11.94178 11.232211 12.09029
Nov 2010 11.88899 11.369636 12.40835 11.094703 12.68329
Dec 2010 12.25929 11.521215 12.99738 11.130499 13.38809
Jan 2011 12.84691 11.912406 13.78141 11.417711 14.27611
Feb 2011 13.06774 11.956998 14.17848 11.369006 14.76648
Mar 2011 12.99543 11.725520 14.26533 11.053272 14.93758
Apr 2011 12.55712 11.142176 13.97207 10.393148 14.72110
May 2011 12.26487 10.716515 13.81323 9.896864 14.63288
Jun 2011 11.31437 9.642230 12.98652 8.757050 13.87170
Jul 2011 11.38758 9.599679 13.17548 8.653222 14.12194
Aug 2011 11.89950 10.002628 13.79638 8.998482 14.30053
Sep 2011 11.97266 9.972585 13.97273 8.913812 15.03150

> par(mar=c(3,4,2,1),cex=.8)

> plot(forecast(m,h=12),las=1,col="red",lwd=2)

> legend(’topright’,c(’prognoza’,

’95%  przedziat prognozy’,’80%  przedzial prognozy’),
col=c(’blue’,’yellow’,’darkorange’),lwd=c(2,8,8) ,bty="n"

Forecasts from ARIMA(1,1,0)(1,0,0)[12]
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Rysunek 7.14: Prognoza stopy bezrobocia od 10.2010-09.2011.

Dodatkowo mozemy wyznaczy¢ btedy prognoz za pomoca funkeji predict (stats)

> p=predict(m,n.ahead=12)
> ts( cbind(pred=p$pred, se=p$se, error=p$se/p$pred),
start=c(2010,10) ,freq=12)
pred se error
Oct 2010 11.66125 0.2189006 0.01877162
Nov 2010 11.88899 0.4052582 0.03408683
Dec 2010 12.25929 0.5759270 0.04697881
Jan 2011 12.84691 0.7291963 0.05676045
Feb 2011 13.06774 0.8667176 0.06632497
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Mar 2011 12.99543 0.9909135 0.07625094
Apr 2011 12.55712 1.1040891 0.08792532
May 2011 12.26487 1.2081893 0.09850810
Jun 2011 11.31437 1.3047811 0.11532066
Jul 2011 11.38758 1.3951054 0.12251115
Aug 2011 11.89950 1.4801411 0.12438678
Sep 2011 11.97266 1.5606634 0.13035232

Otrzymane wartosci prognostyczne wskazuja, iz nalezy sie spodziewaé wzrostu stopy
bezrobocia od pazdziernika 2010 — 11,66% do lutego 2011 — 13,07%. Od marca
nalezy sie spodziewaé spadku tego wskaznika do poziomu 11,31% w czerwcu 2011
roku. Nastepnie bedzie on znéw powoli wzrastal i w miesigcu wrzesniu osiggnie
warto$¢ 11,97%. Nalezy takze zwr6cic uwage na oszacowane bledy otrzymanych
prognoz. Dla pazdziernika 2010 wynidst on 1,9% i caly czas wzrastal, az do poziomu
13, 04% dla wrzesénia 2011 roku.

7.4 Modele adaptacyjne

7.4.1 Estymacja

Podobnie jak w przypadku modelu ARI M A takze estymacja modelu adaptacyjnego
moze przebiega¢ w sposob catkowicie automatyczny. Wykorzystamy do tego celu
funkcje ets(forecast).

> n=ets(b,model="ZZZ" ,damped=NULL)
> summary (n)

ETS(A,Ad,A)
Call:
ets(y = b)

Smoothing parameters:
alpha = 0.9631

beta = 0.1318
gamma = 0.0368
phi = 0.9747

Initial states:
1 19.9195
b -0.0852
s 0.1033 -0.2757 -0.482 -0.3991 -0.3688 -0.4184
-0.4601 -0.1605 0.275 0.6922 0.8065 0.6876

sigma: 0.1994

AIC AICc BIC
128.7737 138.4880 169.4794

In-sample error measures:
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ME RMSE MAE MPE MAPE
-0.006008925 0.199448035 0.123892225 0.032931026 0.996058963
MASE

0.404546040

> logLik(n)
’log Lik.’ -47.38687 (df=17) # logarytm wiarygodnoscs

Sposrod wszystkich modeli, ktore byty estymowane — model="ZZZ" z wykorzysta-
niem optymalizacji logarytmu wiarygodnosci — opt.crit="1ik", zostal wybrany
model o najmniejszym kryterium informacyjnym AIC — ic="aic". Dostepne sa
takze inne metody optymalizacyjne do szacowania parametréw: mse, amse, nmse,
sigma. Takze wybor kryterium informacyjnego (za pomoca ktérego dokonujemy
wyboru najlepszego modelu) mozemy wybraé¢ samodzielnie: aic, aicc, bic. Tak
przeprowadzona estymacja doprowadzita do otrzymania modelu "AAdA", ktéry cha-
rakteryzuje sie nastepujacymi cechami: A — addytywny sktadnik losowy (pierwsza
litera), Ad — trend addytywny (druga litera), gdzie mala litera d oznacza, ze zosta-
ta wybrana rowniez opcja damped=T czyli ,przygaszenie” trendu, A — addytywne
wachania sezonowe (trzecia litera). Zatem otrzymali$émy model Wintersa z addytyw-
nymi wahaniami periodycznymi:

> n=ets(b, model="AAA", damped=T)
>n
ETS(A,Ad,A)

Call:
ets(y = b, model = "AAA", damped = T)

Smoothing parameters:
alpha = 0.9631

beta = 0.1318
gamma = 0.0368
phi = 0.9747

Initial states:
1 =19.9195
b -0.0852
s 0.1033 -0.2757 -0.482 -0.3991 -0.3688 -0.4184
-0.4601 -0.1605 0.275 0.6922 0.8065 0.6876

sigma: 0.1994

AIC AICc BIC
128.7737 138.4880 169.4794

Oczywiscie korzystajac z funkcji ets oraz opcji model mozemy od razu zawezié
grupe modeli, sposrod ktorych zostanie wybrany najlepszy z nich: modele Browna
— model="ZNN", modele Browna lub Holta — model="ZZN", modele Browna, Holta
lub Wintersa — model="ZZZ". Jest réwniez mozliwos¢ estymacji modeli o ustalonych
parametrach: alpha, beta, gamma, phi. Natomiast gdy ich wartoSci zawieraja sie
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w pewnych przedziatach liczbowych, przyktadowo jesli « = (0,11 — 0,53), f =
(0,41 — 0,68), v = (0,65 — 0,78) to nalezy uzy¢ opcji level=c(0.11,0.41,0.65)
oraz upper=c(0.53,0.68,0.78).

7.4.2 Prognozowanie

Do procesu prognozowania z wykorzystaniem modelu adaptacyjnego mozemy réw-
niez wykorzysta¢ funkcje forecast (forecast).

> forecast(n,h=12)

Point Forecast Lo 80 Hi 80 Lo 95 Hi 95
Oct 2010 11.47485 11.21925 11.73045 11.083940 11.86576
Nov 2010 11.71822 11.31436 12.12208 11.100564 12.33587
Dec 2010 12.14519 11.61424 12.67614 11.333168 12.95721
Jan 2011 12.78291 12.13239 13.43344 11.788021 13.77780
Feb 2011 12.93763 12.17068 13.70459 11.764672 14.11060
Mar 2011 12.86345 11.98128 13.74561 11.514292 14.21261
Apr 2011 12.47567 11.47856 13.47277 10.950730 14.00060
May 2011 12.09394 10.98166 13.20622 10.392858 13.79502
Jun 2011 11.80244 10.57448 13.03041 9.924430 13.68045
Jul 2011 11.89412 10.54981 13.23844 9.838176 13.95007
Aug 2011 11.98331 10.52193 13.44469 9.748317 14.21830
Sep 2011 11.98932 10.40653 13.57211 9.568652 14.40998

> par(mar=c(3,4,2,1),cex=.8)

> plot(forecast(n,h=12),las=1,col="red",lwd=2)

> legend(’topright’,c(’prognoza’,

’95%,  przedzial prognozy’,’80% przedzial prognozy’),
col=c(’blue’,’yellow’,’darkorange’),lwd=c(2,8,8) ,bty="n")

Forecasts from ETS(A,Ad,A)
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Rysunek 7.15: Prognoza stopy bezrobocia od 10.2010-09.2011.

W przypadku gdy wykonaliSmy dwie prognozy za pomoca réznych modeli (np.
modelu ARIMA i adaptacyjnego) warto skorzysta¢ z testu Diebold-Mariano. Hipo-
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teza zerowa tego tesu zaktada, ze doktadnos$é¢ predykcyjna dwoch modeli jest jedna-
kowa. Zaltozenie alt="two.sided" (test dwustronny) jest opcja domyslna, mozemy
ja zmieni¢ dodajac polecenie alt="g" (test prawostronny) lub alt="1" (test lewo-
stronny).

> dm.test(resid(m) ,resid(n))
Diebold-Mariano Test

data: resid(m) resid(n)

DM = 1.0885, Forecast horizon = 1, Loss function power = 2, p-value =
0.2764

alternative hypothesis: two.sided




Rozdzial 8

Przyktad analizy tabel
wielodzielczych

8.1 Wprowadzenie

Zbiér danych, ktory zostanie wykorzystany do przeprowadzenia analiz jest dostepny
w paczce Titanic(datasets). Zawiera on informacje na temat losu 2201 pasazeréow
oceanicznego liniowca , Titanic”. Do dyspozycji mamy cztery zmienne nominalne:

e Class — klasy podrézowania: 1st (pierwsza), 2nd (druga), 3rd (trzecia), Crew
(zaloga),

e Sex — pteé: Male (mezczyzna), Female (kobieta),
e Age — wiek: Adult (dorosty), Child (dziecko),
e Survived — przezycie: No (nie), Yes (tak).

Oryginalne dane zostaly zapisane w formie tabeli o nazwie t. Fragment naszych
danych jest widoczny ponizej:

> t[1:5,]

Class Sex  Age Survived
1 3rd Male Child No
2  3rd Male Child No
3 3rd Male Child No
4  3rd Male Child No
5 3rd Male Child No

Celem naszych badan bedzie proba opisu zalezno$ci miedzy przezyciem, a klasa
podrézowania, ptcia podréznych oraz ich wiekiem.

8.2 Test chi-kwadrat

Do analizy zalezno$ci miedzy dwiema zmiennymi zostanie wykorzystamy test x2. W
pakiecie R jest dostepna funkcja assocstats(ved) za pomoca ktérej wykonywane
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sa dwa testy badajace niezaleznoéé: test x? oraz test G:

r o c Oi'_Ei'2
XQZZZ( JE“ J)
]

i=1j=1

r

G:2'ZZOU'1H (Oij>
Lo L By

i=1j=1

gdzie:
e r — liczba wierszy,
e ¢ — liczba kolumn,
e O;; — empiryczna liczebno$¢ i-tego wiersza oraz j-tej kolumny,
e [;; — oczekiwana liczebnos¢ i-tego wiersza oraz j-tej kolumny.

Dodatkowo podawane sa rowniez wspotezynniki korelacji: ¢-Yula, V-Pearsona i V-
Cramera. A zatem sprobujmy odpowiedzie¢ na nastepujace pytania:
1. Czy na przezycie katastrofy miata wplyw pte¢?

> s=xtabs("Survived+Sex) # tablica kontygencji
> library(gplots) # zaladowanie paczki gplots
> balloonplot(s,dotcolor="gray80")

Survived No Yes
Sex
Female 126 344 470
Male 1364 367 [1731
1490 711 2201

Rysunek 8.1: Przezycie i pteé.

> library(vcd) # zatadowanie paczki wvcd
> assocstats(s)
X"2 df P(> X°2)

Likelihood Ratio 434.47 1 0
Pearson 456.87 1 0
Phi-Coefficient : 0.456

Contingency Coeff.: 0.415
Cramer’s V : 0.456




Rozdzial 8. Przyktad analizy tabel wielodzielczych 71

Na podstawie testu x? oraz wykresu (rys. 8.1) mozemy wnioskowaé, ze wystepuje
istotne powiazanie miedzy przezyciem katastrofy, a plcig pasazeréow (p-value= 0,
V =0,456).

> ps=prop.table(s,2);ps
Sex
Survived Female Male
No 0.2680851 0.7879838
Yes 0.7319149 0.2120162

Obliczenia procentowe wskazujg, ze przezylo 73% kobiet oraz tylko 21% mezczyzn.

> ns=ps/(1-ps);ns # szanse przezycia
Sex
Survived Female Male
No 0.3662791 3.7166213
Yes 2.7301587 0.2690616
> ns[,1]/ns[,2] # ilorazy szans przezycia
No Yes
0.09855163 10.14696596

Obliczony iloraz szans OR = 10, 15 wskazuje, ze szansa przezycia katastrofy na Tita-
nicu wsréd kobiet (2, 7301587) byta ponad dziesie¢ razy wieksza niz wsréd mezczyzn
(0,2690616).

2. Czy na przezycie katastrofy miata wpltyw klasa w ktorej podrézowano?

> c=xtabs("Survived+Class) # tablica kontygencjt
> balloonplot(c,dotcolor="gray80")

Survived No Yes
Class
1st 122 203 325
2nd 167 118 285
3rd 528 178 706
Crew 673 212 885
1490 711 2201

Rysunek 8.2: Przezycie i klasa podrézowania.

> assocstats(c)
X"2 df P(> X~2)

Likelihood Ratio 180.9 3 0
Pearson 190.4 3 0
Phi-Coefficient : 0.294

Contingency Coeff.: 0.282
Cramer’s V : 0.294
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Poniewaz p-value = 0 to nalezy sadzi¢, ze istnieje zaleznosé¢ miedzy przezyciem a
klasa w ktorej podrozowali uczestnicy rejsu. O wysokim powigzaniu tych zmiennych
swidezy takze wysoki wspotezynnik korelacji V' = 0, 29.

> pc=prop.table(c,2);pc
Class
Survived 1st 2nd 3rd Crew
No 0.3753846 0.5859649 0.7478754 0.7604520
Yes 0.6246154 0.4140351 0.2521246 0.2395480

Po obliczeniu warto$ci procentowych dochodzimy do wniosku, ze najwiecej przezyto
tych oséb, ktére podrézowaly w pierwszej klasie — 62%. Natomiast wérdd zalogi
przezyto najmniej osob, tylko 24%. Nalezy takze podkresli¢, ze im wyzszy standard
podrézy tym wieksza szansa przezycia.

> nc=pc/(1-pc);nc # szanse przezycia
Class
Survived 1st 2nd 3rd Crew
No 0.6009852 1.4152542 2.9662921 3.1745283
Yes 1.6639344 0.7065868 0.3371212 0.3150074

> ncl,1]/nc[,2] # pordwnanie szans 1 z 2 klasg
No Yes

0.4246482 2.3548902

> nc[,2]/nc[,3] # porduwnanie szans 2 z 3 klasg
No Yes

0.4771122 2.0959429

> nc[,3]/ncl,4] # porownanie szans 3 z zatoggq
No Yes

0.934404 1.070201
3. Czy na przezycie katastrofy miat wptyw wiek?

> a=xtabs(“Survived+Age) # tablica kontygencji
> balloonplot(a,dotcolor="gray80")

Survived No Yes
Age
Adult 1438 654 2092
Child 52 57 109
1490 711 2201

Rysunek 8.3: Przezycie i wiek.
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> assocstats(a)
X~2 df P(> X~2)
Likelihood Ratio 19.561 1 9.7458e-06

Pearson 20.956 1 4.7008e-06
Phi-Coefficient : 0.098
Contingency Coeff.: 0.097
Cramer’s V : 0.098

Takze i w tym przypadku istnieje zaleznosé miedzy zmiennymi przezycie oraz wiek,
cho¢ wspotezynnik korelacji nie jest zbyt wysoki i wynosi V' = 0, 098.
> pa=prop.table(a,?2);pa
Age
Survived Adult Child

No 0.6873805 0.4770642
Yes 0.3126195 0.5229358

Po obliczeniu wartosci procentowych nalezy stwierdzi¢, ze katastrofe przezyta ponad
polowa dzieci (52%) oraz 3 osob dorostych (31%).

8.3 Model logitowy

Model logitowy daje duzo wieksze mozliwosci analizy tabel wielodzielczych niz test
x2. Omawiane w poprzenim rozdziale testy niezaleznosci s przeznaczone do badania
zaleznosci dwoch zmiennych jakosciowych. Natomiast za pomocg modelu logitowego
mamy mozliwo$¢ analizy wielowymiarowych tabel kontyngencji. Jdnak warunek jaki
musi zosta¢ spetniony jest taki, aby zmienna zalezna byta zmienna binarng. W pro-
gramie R dostepna jest funkcja glm(stats) za pomoca ktorej mozemy estymowac
parametry modelu logitowego.

# punkt odniesienia: Male
> tt=transform(t,Sex=relevel (Sex,ref="Male"))

> logitl=glm(Survived”.,tt,family=binomial)
> summary(logitl)

Call:
glm(formula = Survived ~ ., family = binomial, data = tt)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.0812 -0.7149 -0.6656 0.6858 2.1278

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)

(Intercept) -0.3762 0.1362 -2.763 0.00573 **

Class2nd -1.0181 0.1960 -5.194 2.05e-07 *x**

Class3rd -1.7778 0.1716 -10.362 < 2e-16 **x*

ClassCrew -0.8577 0.1573 -5.451 5.00e-08 *x**
0

SexFemale 2.4201 .1404 17.236 < 2e-16 *xxx
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AgeChild 1.0615 0.2440 4.350 1.36e-05 *xx

Signif. codes: 0O ‘*xx’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ ’ 1
(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 2769.5 on 2200 degrees of freedom
Residual deviance: 2210.1 on 2195 degrees of freedom
AIC: 2222.1

Number of Fisher Scoring iterations: 4
Ten model jest dobrze dopasowany do danych. Potwierdzaja to ponizsze testy:

# test logarytmu wiarygodnosct:
> library(lmtest)

> lrtest(logitl)

Likelihood ratio test

Model 1: Survived ~ Class + Sex + Age
Model 2: Survived ~ 1
Df LogLik Df Chisq Pr(>Chisq)
1 6 -1105.0
2 1 -1384.7 -5 559.4 < 2.2e-16 **x

Signif. codes: 0O ‘“*%x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ ’ 1
# test reszt deviance:

> anova(logitl,test="Chisq")

Analysis of Deviance Table

Model: binomial, link: logit

Response: Survived

Terms added sequentially (first to last)

Df Deviance Resid. Df Resid. Dev P(>|Chil)

NULL 2200 2769.5

Class 3 180.90 2197 2688.6 < 2.2e-16 **x*

Sex 1 359.64 2196 2228.9 < 2.2e-16 *xx*

Age 1 18.85 2195 2210.1 1.413e-05 **x*

Signif. codes: O ‘x**’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 .’ 0.1 ¢ ’ 1

# adekwatnosé modelu:

> 1-pchisq(deviance(logitl),logit1$df.residual)

[1] 0.4063859

# dyspersja:

> sum(resid(logitl,type="pearson") "2)/df.residual (logitl)
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| [1] 1.023531

W kolejnym kroku obliczymy ilorazy wiarygodnosci na podstawie oszacowanych
parametrow modelu.

> cbind (OR=exp(coef (logitl)))
OR
(Intercept) 0.6864493
Class2nd 0.3612825
Class3rd 0.1690159
ClassCrew 0.4241466
SexFemale 11.2465380
AgeChild 2.8908263

Interpretacja jest nastepujaca:

e podrézowanie w drugiej klasie dalo o 64% mniej szans na przezycie niz w
pierwszej klasie,

e podrézowanie w trzeciej klasie dato o 83% mniej szans na przezycie niz w
pierwszej klasie,

e zaloga statku miala o 58% mniej szans na przezycie niz w pierwszej klasie,
e kobiety miaty ponad 11 razy wieksze szanse na przezycie od mezczyzn,
e dzieci mialy prawie 2,9 razy wieksze szanse na przezycie od dorostych.

Uogolnione modele liniowe daja takze mozliwos¢ badania bardziej ztozonych za-
leznosci miedzy zmiennymi tzn. interakcji.

> logit2=glm(Survived~. 2,tt,family=binomial) # <nterakcje rzedu 2.
> logit3=glm(Survived™."3,tt,family=binomial) # interakcje rTzedu 2 7 3.

Po estymacji kilku modeli, zawsze jesteSmy zainteresowani, ktéry z nich wybrac.
Takiego wyboru mozemy dokona¢ np. na podstawie kryterium informacyjnego AIC.

> AIC(logitl,logit2,logit3)
df AIC

logitl 6 2222.061

logit2 12 2121.495

logit3 14 2125.495

Zatem do dalszych analiz powinniSmy wybra¢ model logit2 (z podwdjnymi in-
terakcjami) poniewaz charakteryzuje si¢ najmiejsza wartoscia AIC. Nasza decyzje
potwierdzaja takze inne statystyki np. badajace adekwatnosé modelu:

> 1-pchisq(deviance(logitl),logit1$df.residual)
[1] 0.4063859
> 1-pchisq(deviance(logit2),logit2$df.residual)
[1] 0.9181299
> 1-pchisq(deviance(logit3),logit3$df.residual)
[1] 0.913425

oraz oceniajace istotno$¢ poszczegdlnych interakeji:
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> anova(logit3,test="Chisq")

Analysis of Deviance Table

Model: binomial, link: logit

Response: Survived

Terms added sequentially (first to last)

Df Deviance Resid. Df Resid. Dev P(>|Chil)

NULL 2200 2769.5

Class 3 180.90 2197 2588.6 < 2.2e-16 *x*x
Sex 1 359.64 2196 2228.9 < 2.2e-16 **x
Age 1 18.85 2195 2210.1 1.413e-05 *x*x*
Class:Sex 3 66.67 2192 2143.4 2.206e-14 *x*x
Class:Age 2 44 .21 2190 2099.2 2.507e-10 **x*
Sex:Age 1 1.69 2189 2097.5 0.1942
Class:Sex:Age 2 0.00 2187 2097.5 1.0000

Signif. codes: 0 ‘*%xx’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 .’ 0.1 ¢
Tak wiec najlepszym modelem okazal si¢ logit2.
> summary(logit2)

Call:
glm(formula = Survived ~ .72, family = binomial, data = tt)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.6771 -0.7099 -0.5952 0.2374 2.2293

Coefficients: (1 not defined because of singularities)
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

(Intercept) -0.72763 0.16130 -4.511 6.45e-06
Class2nd -1.67026 0.32240 -5.181 2.21e-07
Class3rd -0.91330 0.20478 -4.460 8.20e-06
ClassCrew -0.52215 0.18088 -2.887 0.00389
SexFemale 4.28298 0.53213 8.049 8.36e-16
AgeChild 16.99213 920.38639 0.018 0.98527
Class2nd:SexFemale -0.06801 0.67120 -0.101 0.91929
Class3rd:SexFemale -2.79995 0.56875 -4.923 8.52e-07
ClassCrew:SexFemale -1.13608 0.82048 -1.385 0.16616
Class2nd:AgeChild 0.84881 1005.81951 0.001 0.99933
Class3rd:AgeChild -16.34159 920.38646 -0.018 0.98583
ClassCrew:AgeChild NA NA NA NA
SexFemale:AgeChild -0.68679 0.52541 -1.307 0.19116

Signif. codes: 0O ‘“*%x’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢

*okk
K%k
*okk
*ok

*okk

%k %k xk
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(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 2769.5 on 2200 degrees of freedom
Residual deviance: 2097.5 on 2189 degrees of freedom
AIC: 2121.5

Number of Fisher Scoring iterations: 15

Teraz obliczymy ilorazy wiarygodnosci aby je zinterpretowaé¢. Wyniki zostaly za-
okraglone do dwoch miejsc po przecinku za pomoca funkcji round (base).

> cbind (OR=round (exp(coef (logit2)),2))

OR
(Intercept) 0.48
Class2nd 0.19
Class3rd 0.40
ClassCrew 0.59
SexFemale 72.46
AgeChild 23965569.60
Class2nd:SexFemale 0.93
Class3rd:SexFemale 0.06
ClassCrew:SexFemale 0.32
Class2nd:AgeChild 2.34
Class3rd:AgeChild 0.00
ClassCrew:AgeChild NA
SexFemale:AgeChild 0.50

e szansa przezycia osob, ktore podrézowaly w drugiej klasie byta o 81% mniejsza
niz w pierwszej klasie,

e szansa przezycia osob, ktére podrézowaly w trzeciej klasie byta o 60% mniejsza
niz w pierwszej klasie,

e szansa przezycia zalogi statku byla o 41% mniejsza niz w pierwszej klasie,
e kobiety mialy ponad 72 razy wieksze szanse na przezycie od mezczyzn,
e dzieci miaty réwniez duzo wigksze szanse na przezycie od dorostych,

e szansa przezycia kobiet, ktére podrézowaty w trzeciej klasie byta mniejsza o
94% niz w pierwszej klasie,

e szansa przezycia dzieci, ktére podrézowaly w drugiej klasie byta ponad 2 razy
wieksza niz w pierwszej klasie.

Funkcja glm umozliwia takze wybor odpowiednich zmiennych do modelu. Jesli
np. chcieliby$my oszacowa¢ model logit2 ale tylko z istotnymi statystycznie para-
metrami to kod wygladatby nastepujaco:

> myl=glm(Survived~Class+Sex+Age+I(Class=="3rd"&Sex=="Female"),
tt,family=binomial)
> summary (myl)
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Call:

glm(formula = Survived ~ Class + Sex + Age + I(Class == "3rd" &
Sex == "Female"), family = binomial, data = tt)

Deviance Residuals:

-2

Co

(1
Ccl
Cc1
C1
Se

Min 1Q Median 3Q
.5435 -0.7070 -0.5798 0.3842

efficients:

Max
2.0293

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

ntercept)
ass2nd
ass3rd
assCrew
xFemale

AgeChild

I(

Si

©)

Re
AT

Class=="3rd"&Sex=="Female") TRUE

gnif. codes: 0 ‘*x*x’ 0.001 “*x’

ispersion parameter for binomial

-0.6337
-1.2888
-1.0642
-0.6252

3.8283

1.05622
-2.4578

O O O O O O o

0.01 “*’ 0.05

.1506 -4.
.2385 -5.
.19356 -5.
.1708 -3.
.2715  14.
.2306 4.
.3302 -7.
€2 0.1 ¢

family taken to be 1)

Null deviance: 2769.5 on 2200 degrees of freedom
sidual deviance: 2145.1 on 2194 degrees of freedom

C: 2159.1

Number of Fisher Scoring iterations: 5

8

.4 Model Poissona

208 2.57e-05
404 6.52e-08
500 3.80e-08
661 0.000252
098 < 2e-16
563 5.05e-06
443 9.81le-14
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*okk
*okk
*ok K
*okk
*okk
*okk
*okk

Innym sposobem analizy wielowymiarowych tabel kontyngencji jest zastosowanie
modelu Poissona. Procedura estymacji i diagnostyki przebiega w taki sam sposob
jak w przypadku modelu logitowego. Nalezy jednak pamigtac¢ o tym, ze w tego typu
modelach zmienna zalezna ma rozktad Poissona. A zatem nasz zbiér danych nalezy

pPr

>

\4

w

V V V V

zeksztalcié.

f=as.data.frame(xtabs("Survived+Class+Sex+Age,tt))

f£[1:3,]

Survived Class Sex  Age Freq
No 1st Male Adult 118
Yes 1st Male Adult 57
No 2nd Male Adult 154

pl=glm(Freq~.,f,family=poisson)

p2=glm(Freq~."2,f,family=poisson)
p3=glm(Freq™."3,f,family=poisson)
p4=glm(Freq~."4,f,family=poisson)



Rozdzial 8. Przyktad analizy tabel wielodzielczych

# kryteria informacyjne:

> AIC(p1,p2,p3,p4)
df AIC
pl 7 1385.0654
p2 19 281.9902
p3 29 185.4021
p4 32 191.4021

# adekwatnosSé modelu:

> 1-pchisq(deviance(pl) ,p1$df.

[1] o

> 1-pchisq(deviance(p2) ,p2$df.

(11 0

> 1-pchisq(deviance(p3) ,p3$df.

(1] 1

> 1-pchisq(deviance(p4) ,p4$df.

(11 O

residual)

residual)

residual)

residual)

# 1stotnoSé poszczegolnych interakcji:
> anova(p4,test="Chisq")
Analysis of Deviance Table

Model: poisson, link: log

Response: Freq

Terms added sequentially (first to last)

NULL

Survived

Class

Sex

Age

Survived:Class
Survived:Sex
Survived:Age
Class:Sex
Class:Age

Sex:Age
Survived:Class:Sex
Survived:Class:Age
Survived:Sex:Age
Class:Sex:Age
Survived:Class:Sex

Signif. codes: O

Df Deviance Resid. Df Resid. Dev

:Age

C k)

# ilorazy wiarygodnoscs:
> cbind (OR=round (exp (coef (p3)),1))

(Intercept)

1 281.
3  475.
1 768.
1 2183.
3 180.
1 434.
1 19.
3 337.
3 154.
1 0.
3 65.
3 29.
1 12.
3 9.
3 0.

78
81
32
56
90
a7
56
77
35
02
30
34
17
78
00

0.001 “*xx%’

31
30
27
26
25
22
21
20
17
14
13
10

SO W o N

0.01 %’

OR

1.180000e+02

4953.
4671.
4195.
3427 .
1243.
1062.
628.
608.
271.
116.
116.
51.
22.
9.

0.

0.

O O 0O WO OO N WOWNN O B =
B O O, P O A AN O AANANANANNANNA

P(>|Chil)

.2e-16
.2e-16
.2e-16
.2e-16
.2e-16
.2e-16
.746e-06

2.2e-16

2.2e-16
.8882240
.336e-14
.900e-06
.0004857
.0205004
.0000000

NN NDNDNDDN

0.05 .7 0.1 <’ 1

*kk
* k%
*kkk
* k%
*kk
* k%
* k%
* k%
k% k

k%%
*kk
* %k
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SurvivedYes
Class2nd
Class3rd
ClassCrew
SexFemale
AgeChild
SurvivedYes
SurvivedYes
SurvivedYes
SurvivedYes
SurvivedYes

:Class2nd
:Class3rd
:ClassCrew
:SexFemale
:AgeChild

.000000e-01
.300000e+00
.300000e+00
.700000e+00
.000000e+00
.000000e+00
.000000e-01
.000000e-01
.000000e-01
.250000e+01
.354350e+10

80

.500000e+00
.800000e+00
ClassCrew:SexFemale .000000e-01

B
1
3
B
0
0
2
4
6
7
9
Class2nd:SexFemale 2
6

1

Class2nd:AgeChild 4.000000e-01

9

0

2

9

1

3

2

0

0

B

2

1

4

Class3rd:SexFemale

Class3rd:AgeChild .644408e+10
ClassCrew:AgeChild .000000e+00
SexFemale:AgeChild .000000e-01
SurvivedYes:Class2nd:SexFemale .000000e-01
SurvivedYes:Class3rd:SexFemale .000000e-01
SurvivedYes:ClassCrew:SexFemale 3.000000e-01
SurvivedYes:Class2nd:AgeChild .550000e+01
SurvivedYes:Class3rd:AgeChild .000000e+00
SurvivedYes:ClassCrew:AgeChild .000000e+00
SurvivedYes:SexFemale:AgeChild .000000e-01
Class2nd:SexFemale:AgeChild .500000e+00
Class3rd:SexFemale:AgeChild .310000e+01
ClassCrew:SexFemale:AgeChild .034000e+02

Na podstawie otrzymanych ilorazéw wiarygodno$ci mozemy réwniez sformutowadé
kilka wnioskow:

e szanse zgonu w poszczegolnych klasach byty wigksze niz w pierwszej klasie
0: 30% w klasie drugiej, ponad 3 razy wicksze w klasie trzeciej oraz prawie
szesciokrotnie wieksze wsrod zatogi.

e szanse przezycia w poszczeg6olnych klasach byty mniejsze niz w pierwszej klasie
0: 80% w klasie drugiej, 60% w klasie trzeciej i 40% wsrod zalogi. Z kolei szansa
przezycia kobiet byta ponad 72 razy wieksza niz mezczyzn, takze dzieci miaty
wielokrotnie wigksze szanse na przezycie niz dorosli.

e szanse przezycia w poszczegdlnych klasach wsrod kobiet byty mniejsze niz dla
kobiet podrézujacych w pierwszej klasie o: 10% w klasie drugiej, 90% w klasie
trzeciej 1 70% wérod zenskiej zatogi statku.

W srodowisku R dostepne sg takze inne funkcje za pomocg ktérych mozemy ana-
lizowaé¢ wielowymiarowe tabele wielodzielcze np. 1oglm (MASS) lub loglin(stats).



Rozdziat 9

Przyktad badania rozktadu stopy
zwrotu z akcji

9.1 Wprowadzenie

W tym opracowaniu bedziemy analizowaé¢ dzienne stopy zwrotu z akcji spotki PKOBP,
ktora wchodzi w sktad indeksu gietdowego WIG20. Indeks WIG20 to portfel akcji
dwudziestu najwiekszych i najbardziej ptynnych spotek notowanych na GPW w
Warszawie. Jego sklad jest ustalany po ostatniej sesji w styczniu (korekta roczna),
kwietniu, lipcu i pazdzierniku (korekty kwartalne). Akutalny stan portfela WIG20
przedstawia ponizszy wykres 9.1.

> spolkil=c(15.00,13.06,11.44,8.95,8.24,8.17,7.17,3.98,3.94,3.00,2.40,
2.21,2.20,1.90,1.87,1.76,1.43,1.26,1.21,0.82)

> names (spolkil)=c(’PKOBP-15.00%’,’PEKA0-13.06%’, KGHM-11.44Y,’ ,’PZU-8.95%’
’PGE-8.24Y%° ,’PKNORLEN-8.17%’,’>TPSA-7.17%’ , > TAURONPE-3.98%’ , ’PGNIG-3.94%’ ,
’BZWBK-3.00%’ , ’BRE-2.40%’ , >ASSECOPOL-2.21%’ ,>GETIN-2.20%’,’GTC-1.90%,
’CEZ-1.87%’,’TVN-1.76%’,’PBG-1.43%° ,’POLIMEXMS-1.26%’,’L0OT0S-1.21%’,
>CYFRPLSAT-0.82%’); pie(spolkil,radius=1,cex=0.6)

PEKAO-13.06%

KGHM-11.44%

PKOBP-15.00%
PZU-8.95%

CYFRPLSAT-0.82%
LOTOS-1.21%
POLIMEXMS-1.26%

PBG-1.43%

TVN-1.76%

PGE-8.24%

CEZ-1.87%
GTC-1.90%
GETIN-2.20%

ASSECOPOL-2.21%

BRE-2.40%

TPSA-7.17% BZWBK-3.00%
TAURONPE-3.98% PGNIG-3.94%

PKNORLEN-8.17%

Rysunek 9.1: Struktura indeksu WIG20 — stan na 17 grudnia 2010 r.

81
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9.2 Statystyki opisowe

Do naszych analiz zostanie wykorzystana stopa zwrotu spotki PKOBP, ktéra ma
najwickszy udziat w strukturze portfela WIG20. W pierwszym kroku wyznaczymy
logarytmiczne stopy zwrotu:

z = In(Close) — In(Open) = In <Ol086>

Open

gdzie Close oznacza cene zamkniecia, natomiast Open cene otwarcia.

—— stopa zwrotu

0.00
|

-0.10

T T T T T T T
200 400 600 800 1000 1200 1400

o

60

—— cena zamkniecia

PKOBP_cl
40 50
1 1

30
1

20
1

T T T T T T T
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

Rysunek 9.2: Stopy zwrotu i ceny zamknigcia od 2.01.1995 r. do 29.01.2010 r.

Nastepnie dla zmiennej z zostang obliczone miary potozenia takie jak: $rednia,
mediana oraz kwartyle:

> summary(z)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-0.118200 -0.009693 0.001889 0.002219 0.014330 0.086310

a takze odchylenie standardowe wedtug wzoru:

> sd(z)
[1] 0.02191796

7 powyzszych obliczen wynika, ze Srednia stopa zwrotu w badanym okresie wyniosta
0,22%, maksymalna 8, 63% a minimalna —11,82%. Natomiast w wypadku 25% sesji
stopy zwrotu byty mniejsze niz —0,97%, podczas 50% sesji wartosci byty mniejsze
niz 0,19%. Z kolei w przypadku 75% sesji zysk z akcji byl mniejszy niz 1,43%, a w
przypadku pozostatych 25% sesji zysk byt wiekszy niz 1,43% (rysunek 9.3).



Rozdzial 9. Przyktad badania rozktadu stopy zwrotu z akcji 83

Przy omawianiu réznych statystyk opisowych wato takze wspomnie¢ o funkcji
quantile(stats). Za pomoca komendy quantile mamy mozliwo$¢ obliczenia war-
tos¢ dowolnego kwantyla wykorzystujac jedng z dziewieciu dostepnych metod. W
tym opracowaniu zaprezentujemy sposob obliczania kwantyli za pomoca metody
siodmej. W pierwszym kroku uporzadkujemy nasz wektor danych w sposéb rosnacy:

> sz=sort(z) # wektor danych uporzgdkowany Tosngco

Nastepnie wyznaczymy numer kwantyla Q@ = 80% wedlug wzoru:
h=n-1)-Q+1
> h=(length(z)-1)*0.8+1; h # numer kwantyla

[1] 1079.4

Kolejnym krokiem bedzie obliczenie wartosci kwantyla na podstawie wzoru:

Tin + (b= [A]) (@) — 2 ))
gdzie: |h| to najwieksza liczba catkowita nie wigksza od h oraz [h| to najmniejsza
liczba catkowita nie mniejsza od h.

> xL=sz[floor(h)]; xP=sz[ceiling(h)]
> xL+(h-floor(h))* (xP-xL) # wartosé kwantyla
[1] 0.01752695

Teraz wykorzystamy gotowa funkcje z pakietu stats:

> quantile(z,0.80,type=7)
80%
0.01752695

Otrzymane wartosci kwantyli mozemy réowniez zaznaczy¢ na wykresie (rysunek 9.3).

1.0

Q25 = -0.009693
Q50 = 0.001889

0.8
T~

Q80 = 0.017527

0.6
1

Fn(x)

0.2
1

0.0

T T T T T
-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10

Rysunek 9.3: Dystrybuanta — prezentacja graficzna kwantyli.
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Wyznaczmy jeszcze wzory dla pozostatych metod szcowania kwantyli. Dla me-
tod od 4 do 9 algorytmy roznia si¢ tylko sposobem wyznaczenia numeru kwantyla.
Warto$¢ kwantyla jest obliczana tak jak to zostalo przedstawione w powyzszym
przyktadzie czyli wedtug wzoru:

zin) + (h = [h))(@m) — z0)

e typ 4:
h=n-Q
e typ ¢
e typ 6:
h=Mn+1)-Q
e typ &:
1 1
h=(nt3)-@+;
o typ O

(o) v

W przypadku metod od 1 do 3 do wyznaczenia numeru kwantyla oraz jego wartosci
korzystamy z nasteujacych wzorow:

e typ 1:
1
h=n- -
n Q+2
Th-11
e typ 2:
1
h=n- -
n Q+2
Lrh-31 T Tt
2
o typ 3:
h=n-Q
Ln)

Za pomoca komendy quantile mozna takze wyznaczy¢ jednoczes$nie kilka wartosci
dowolnych kwantyli:

> quantile(z,c(0.17,0.60,0.83) ,type=7)

17% 60% 83%
-0.015043711 0.006710013 0.020240888
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W réznych opracowaniach czesto spotykamy sie z nastepujacymi wzorami doty-
czacymi skosnosci:

> library(el071)

> Si1=skewness(z,type=1)
> S1

[1] -0.2016978

> S2=skewness(z,type=2)
> S2
[1] -0.2019224

1

S

?:1(951‘ - @3

g3

n 3

gdzie =37 (z; — )% oraz + - 321 (2; — &)? to odpowiednio trzeci i drugi moment
centralny oraz s to odchylenie standardowe z proby.

> S3=skewness(z,type=3)
> 83
[1] -0.2014735

Poniewaz obliczony wskaznik sko$nosci jest rowny —0, 20 mozemy sadzi¢, ze rozktad
stopy zwrotu charakteryzuje sie niewielka lewostronng sko$noscig.

> library(moments)
> agostino.test(z)

D’Agostino skewness test

data: =z
skew = -0.2017, z = -1.9845, p-value = 0.0472
alternative hypothesis: data have a skewness

Roéwniez w przypadku miar koncentracji mozemy spotkac sie kilkoma wzorami
na kurtoze:

1.y )4
K]_ — n ZZZI(‘/E'L I) 5 _ 3

(% i (@ — 5)2)

> K1=e1071: :kurtosis(z,type=1)
> K1
[1] 2.402519
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o n(n+1) " <xi—i>4 3-(n—1)2
T -Dn-2)n-3) S\ s (n—2)(n —3)

> K2=e1071: :kurtosis(z,type=2)

> K2

[1] 2.415909

1 s _ 7)4
Kg _n ZZ:IS(4$1 I) -3

gdzie + -3 (x;—Z)* oraz +- 31 (2; — Z)? to odpowiednio czwarty i drugi moment
centralny oraz s to odchylenie standardowe z proby.

> K3=e1071: :kurtosis(z,type=3)
> K3
[1] 2.394512

Wysoka warto$é¢ kurtozy $wiadczy o tym, ze rozktad stép zwrotu charakteryzuje sie
spiczastoscia (rozktad leptokurtyczny) w stosunku do rozktadu normalnego (rozktad
mesokurtyczny).

> anscombe.test (z)
Anscombe-Glynn kurtosis test
data: =z

kurt = 5.4025, z = 8.5673, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: kurtosis is not equal to 3

9.3 Rozkltad normalny

Funkcja gestosci rozktadu normalnego N (i, o) dla u € R oraz o > 0 jest przedsta-

wiona ponizej:
1 —(z —p)?
fa) = ——exp ( -

gdzie p to srednia, natomiast o to odchylenie standardowe.

> dnorm(x,a,b) # funkcja gestosct rozktadu mormalnego

Do estymacji nieznanych parametréw rozktadu normalnego wykorzystamy nastepu-
jace funkcje:

> a=mean(z); a # Srednia

[1] 0.002218751

> b=sd(z); b # odchylentie standardowe
[1] 0.02191796

W przypadku gdyby$my chcieli estymowac¢ parametry p oraz o za pomoca funkceji
nlm(stats) kod wygladatby nastepujaco:
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# logarytm funkcji wiarygodnosci:

> fi=function(theta, z) {

+ sum(-dnorm(z, mean=thetal[l], sd=thetal[2], log=TRUE))
+ }

# parametry startowe:

> p.start=c(mean(z), sd(z))

# optymalizacja funkcji f1:

> el=nlm(f1, p.start, z=z); el

$minimum

[1] -3240.138

$estimate
[1] 0.002218512 0.021909709

$gradient
[1] -0.672284 -2.848160

$code
[1] 3

$iterations
[1] 2

Jak mozna zauwazy¢ otrzymane parametry sa doktadnie takie same jak te, ktore
oszacowaliSmy za pomocg funkcji mean (base) i sd(stats).

W $rodowisku R mozna oszacowaé nieznane parametry réwniez za pomoca funk-
cji fitdistr(MASS). Jednak jest ona mniej elastyczna od poprzedniej, gdyz korzysta
z juz wbudowanych funkcji prawdopodobienstwa. A wiec nie mozemy estymowac pa-
rametréw dla dowolnego rozktadu.

> library (MASS)
> fitdistr(z,’normal’)
mean sd
0.0022187508 0.0219098351
(0.0005965312) (0.0004218112)

Znajac juz parametry p oraz o mozemy teraz przeprowadzi¢ test zgodnosci
Andersona-Darlinga i odpowiedzie¢ na pytanie: czy stopa zwrotu PKOBP pocho-
dzi z rozktadu normalnego?

> library(ADGofTest)
> ad.test(z,pnorm,mean(z),sd(z))

Anderson-Darling GoF Test

data: =z and pnorm
AD = 7.889, p-value = 0.0001265
alternative hypothesis: NA

Poniewaz p — value = 0,0001265 to hipotete zerowa nalezy odrzuci¢. Zatem na
poziomie istotnosci v = 0,05 nalezy stwierdzi¢, ze stopa zwrotu PKOBP nie ma
rozktadu normalnego. Nasza decyzje potwierdza takze rysunek 9.4.
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> plot(density(z),col=’red’,lwd=2)

> curve(dnorm(x,mean(z),sd(z)),add=T,col=blue’)

> legend("topright",bg=’white’,bty="n",cex=1,1ty=1,1lwd=2,
c(’empiryczna’, ’teoretyczna’),col=c(’red’,’blue’))

—— empiryczna
—— teoretyczna

15

Density
10

T T T T T
-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10

Rysunek 9.4: Poréwnanie wykresu gestosci z rozkladem normalnym.

9.4 Rozktad Cauchy’ego

Funkcja gestosci rozktadu Cauchy’ego C(a, b) dlaa € R oraz b > 0 jest przedstawiona
ponizej:
1

b - (1 + (“fg“)2>

gdzie a to parametr potozenia, natomiast b to parametr skali.

fx) =

> dcauchy(x,a,b) # funkcja gestosci rozktadu Cauchy’ego

Tak samo jak w przypadku rozktadu normalnego, aby wykorzysta¢ funkcje nlm na-
lezy oszacowaé parametry startowe. Dla rozktadu Cauchy’ego mozna to zrobi¢ w
nastepujacy sposob:

> a=median(z); a # parametr potozenia: a
[1] 0.001888575
> b=IQR(z)/2; b # parametr skali: b

[1] 0.01201212
Teraz metoda najwiekszej wiarygodno$ci oszacujemy parametry rozktadu Cauche’go.

> f2=function(theta, z) {

+ sum(-dcauchy(z, location=thetal[l], scale=theta[2], log=TRUE))
+}

> p.start=c(median(z), IQR(z)/2)

> e2=nlm(f2, p.start, z=z); e2

$minimum

[1] -3158.958
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$estimate
[1] 0.00205985 0.01105443

$gradient
[1] -0.3534797 -0.0820578

$code
[1] 2

$iterations
[1] 5

Prawie identyczne wyniki otrzymamy przy wykorzystaniu funkcji fitdistr.

> fitdistr(z,’cauchy’)
location scale
0.0020690541 0.0110547804
(0.0004695788) (0.0003874817)

Do sprawdzenia zgono$ci rozktadu empirycznego z rozktadem Cauchy’ego zastosu-
jemy test Andersona-Darlinga.

> ad.test(z,pcauchy,0.0020690541, 0.0110547804)
Anderson-Darling GoF Test

data: =z and pcauchy
AD = 11.0569, p-value = 1.028e-06
alternative hypothesis: NA

Takze i w tym razem na poziomie istotnosci o = 0,05 odrzucamy hipoteze zerows,
ktora zaktada, ze stopa zwrotu ma rozktad Cauchy’ego.

> plot(density(z),ylim=c(0,30),col="red’,lwd=2)

> curve(dcauchy(x,0.0020690541, 0.0110547804) ,add=T,col="blue’,lwd=2)
> legend("topright",bg=’white’,bty="n",cex=1,1ty=1,1lwd=2,
c(’empiryczna’,’teoretyczna’),col=c(’red’,’blue’))

30

—— empiryczna
—— teoretyczna

Density
15 20 25
!
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O - — =
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Rysunek 9.5: Poréwnanie wykresu gestosci z rozktadem Cauchy’ego.
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9.5 Rozktad Laplace’a

Funkcja gestosci rozktadu Laplace’a L(a,b) dla a € R oraz b > 0 jest przedstawiona

ponizej:
1 —|lr—a
#lo) = gyesn (5)

gdzie a to parametr potozenia, natomiast b to parametr skali.

> library (VGAM)
> dlaplace(x,a,b) # funkcja gestosci rozktadu Laplace’a

Parametry startowe oszacujemy w nastepujacy sposob:

> a=median(z); a # parametr potozenia: a
[1] 0.001888575

> b=sd(z)/sqrt(2); b # parametr skali: b

[1] 0.01549834

Majac do dyspozycji funkcje gestosci dlaplace oraz parametry startowe dokonamy
estymacji parametréow a oraz b dla rozktadu Laplace’a.

f3=function(theta, z) {

sum(-dlaplace(z, location=theta[l], scale=theta[2], log=TRUE))
+

p.start=c(median(z), sd(z)/sqrt(2))

> e3=nlm(£f3, p.start, z=z); e3

$minimum

[1] -3292.208

v + + V

$estimate
[1] 0.001888338 0.016024837

$gradient
[1] -49.258835 -1.182744

$code
[1] 3

$iterations
[1] 6

Jak juz wczesniej zostato podkreslone, za pomocg funkcji fitdistr (MASS) nie mo-
zemy estymowa¢ parametréow dowolnego rozktadu prawdopodobienstwa. Jednak w
paczce VGAM jest dostepna funkcja vglm dzigki ktorej oszacujemy parametry oma-
wianego rozktadu.

> fit=vglm(z ~ 1, laplace, data.frame(z), trace=TRUE, crit="1")
> Coef (fit)

VGLM linear loop 1 : 1loglikelihood
VGLM linear loop 2 : loglikelihood
Taking a modified step...........
Warning message:

In eval(expr, envir, enclos)

3292.207
3292.206
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iterations terminated because half-step sizes are very small
location scale
0.001900460 0.016024649

> ad.test(z,plaplace,0.001900460, 0.016024649)
Anderson-Darling GoF Test
data: =z and plaplace

AD = 1.3817, p-value = 0.2074
alternative hypothesis: NA

Poniewaz p —value = 00,2074, wiec nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej.
Zatem mozna przyjac, ze rozktad stép zwrotu spotki PKOBP ma rozktad Laplace’a.

> plot(density(z),ylim=c(0,35),col="red’,lwd=2)

> curve(dlaplace(x,0.001900460, 0.016024649) ,add=T,col="blue’,lwd=2)
> legend("topright",bg=’"white’,bty="n",cex=1,1ty=1,1lwd=2,
c(’empiryczna’,’teoretyczna’),col=c(’red’,’blue’))
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Rysunek 9.6: Poréwnanie wykresu gestosci z rozkladem Laplace’a.

9.6 Rozktad Stabilny

Rozktad stabilny S(«, 3,7,6), gdzie a € (0;2) to parametr ksztaltu, 5 € (—1;1)
to indeks skosnoéci, v > 0 to parametr skali, oraz § € R to parametr potozenia,
nie ma Scisle okreslonej funkcji gestosci. W zaleznosci od warto$ci parametréow o
oraz (3 mozemy otrzymacé rozktady, takie jak: rozktad normalny: a = 2, rozktad
Cauchy’ego: a =11 3 = 0 oraz rozktad Levy’ego: o = % ipg=-1.

> library(fBasics)
> dstable(x,alpha,beta,gamma,delta) # gestosé rozkiadu stabilnego

Do oszacowania parametréw rozktadu stabilnego wykorzystamy funkcje stableFit (fBasics).
Dzieki opcji type mamy mozliwos¢ wyboru jednej z dwoch dostepnych metod es-

tymacji: metoda kwantyli — type="q" lub metoda najwiekszej wiarygodnosci —
type="mle".
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> stableFit(z)

Title:
Stable Parameter Estimation

Call:
.qStableFit(x = x, doplot = doplot, title = title, description =
description)

Model:
Stable Distribution

Estimated Parameter(s):
alpha beta gamma delta
1.640000000 0.125000000 0.012460300 0.001564710

> ad.test(z,pstable,1.64 ,0.125, 0.012460300, 0.001564710)
Anderson-Darling GoF Test

data: 2z and pstable
AD = 0.6095, p-value = 0.639
alternative hypothesis: NA

Test Andersona-Darlinga wykazal, ze badana zmienna ma rozktad stabilny o para-
metrach: o = 1,64, § = 0,125, v = 0,0124603 oraz 6 = 0,00156471. Warto zwrdcié
uwage na wysokos¢ p-value dla rozktadu stabilnego, ktéra wynosi 0, 639 i jest wieksza
niz dla rozktadu Laplace’a (0,2074). A zatem nalezy sadzi¢, ze wlasnie ten rozktad
lepiej opisuje badana zmienng (rysunek 9.7).

> plot(density(z),col=’red’,lwd=2)

> curve(dstable(x,1.64 ,0.125, 0.012460300, 0.001564710),
add=T,col="blue’,lwd=2)

> legend("topright",bg=’white’,bty="n",cex=1,1ty=1,1lwd=2,

c(’empiryczna’, ’teoretyczna’),col=c(’red’,’blue’))
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Rysunek 9.7: Poréwnanie wykresu gestosci z rozkltadem stabilnym.
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Zmnajac rozktad badanej zmiennej mozna takze obliczy¢ prawdopodobienstwo wy-
stapienia okreslonej stopy zwrotu. W tym celu wykorzystamy funkcje pstable (fBasics)
czyli dystrybuante rozktadu stabilnego.

1. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze stopa zwrotu bedzie mniejsza niz 2%?7

P(z < 0,02)

> a=1.64;b=0.125;g=0.012460300;d=0.001564710
> pstable(0.02,a,b,g,d)
[1] 0.8345802
attr(,"control")
dist alpha beta gamma delta pm
stable 1.64 0.125 0.0124603 0.00156471 O

15 20
|

dstable
10

T T T T T
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Rysunek 9.8: Obszar prawdopodobiefistwa P(z < 0,02) = 0, 8345802.

2. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze stopa zwrotu bedzie wieksza niz 3, 2%7

P(z > 0,032)

> 1-pstable(0.032,a,b,g,d) [1]
[1] 0.07052998

15 20
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!
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Rysunek 9.9: Obszar prawdopodobienstwa P(z > 0,032) = 0,07052998.

3. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze stopa zwrotu bedzie si¢ zawiera¢ w przedziale
(0%;3,78%)?
P(0 < z<0,0378)
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> pstable(0.0378,a,b,g,d) [1]-pstable(0,a,b,g,d) [1]
[1] 0.494233

20
|
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dstable
10
!

T T T T T
-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10

Rysunek 9.10: Obszar prawdopodobienstwa P(0 < z < 0,0378) = 0,494233.

4.Jakie jest prawdopodobienstwo, ze stopa zwrotu bedzie mniejsza niz 1,75% lub
wicksza niz 3, 78%7
P(0,0175 > z > 0,0378)

> pstable(0.0175,a,b,g,d) [1]1+(1-pstable(0.0378,a,b,g,d) [1])
[1] 0.8511473

15 20
| |

dstable
10

Rysunek 9.11: Obszar prawdopodobienstwa P(0,0175 > z > 0,0378)) = 0,8511473.

Na zakonczenie warto jeszcze wspomnied, ze sSrodowisko R oferuje takze wiele in-
nych rozktadow prawdopodobienstwa wraz z funkcjami umozliwiajacymi szacowanie
ich parametréw. W paczce fBasics oprocz rozktadu stabilnego mamy do dyspozycji
takie rozktady jak:

e odwrotny rozktad normalny (Normal Inverse Gaussian Distribution)
gdzie:
dnig — funkcja gestosci, pnig — dystrybuanta, qgnig — kwantyle, rnig — zmienne
losowe, nigFit — estymacja parametrow.

e rozklad hiperboliczny (Hyperbolic Distribution)
gdzie:
dhyp - funkcja gestosci, phyp — dystrybuanta, ghyp — kwantyle, rhyp — zmienne
losowe, hypFit — estymacja parametrow.
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e uogolniony rozklad hiperboliczy (Generalized Hyperbolic Distribution)
gdzie:
dgh — funkcja gestosci, pgh — dystrybuanta, qgh — kwantyle, rgh — zmienne
losowe, ghFit — estymacja parametrow.

e uogolniony rozktad hiperboliczy t-Studenta ( Generalized Hyperbolic Student-t)
gdzie:
dght — funkcja gestosci, pght — dystrybuanta, qght — kwantyle, rght — zmienne
losowe, ghtFit — estymacja parametrow.

e uogolniony rozklad lambda (Generalized Lambda Distribution)
gdzie:
dgld - funkcja gestosci, pgld — dystrybuanta, qgld — kwantyle, rgld — zmienne
losowe, gldFit — estymacja parametrow.

7 kolei w bibliotece fGarch mozemy skorzysta¢ z nastepujacych rozktadow:

e uogolniony rozklad bltedéw (Generalized Error Distribution — GED)
gdzie:
dged — symetryczna funkcja gestosci, gedFit — estymacja parametrow,
dsged — skosna funkcja gestosci, sgedFit — estymacja parametrow.

e rozktad t-Studenta (Student-t Distribution)
gdzie:
dstd — symetryczna funkcja gestosci, stdFit — estymacja parametrow,
dsstd — skos$na funkcja gestosci, sstdFit — estymacja parametrow.

e rozktad normalny (Normal Distribution)
gdzie:
dnorm — symetryczna funkcja gestosci, normFit — estymacja parametrow,
dsnorm — skosna funkcja gestosci, snormFit — estymacja parametrow.



Rozdziat 10

Przykilad budowy dynamicznego
modelu liniowego

10.1 Wprowadzenie

W sktad dynamicznego modelu liniowego wchodza nastepujace elementy:
e trend
e skladnik sezonowosci
e sktadnik autoregresji

Do estymacji takiego modelu zostang wykorzystane dodatkowe pakiety czyli takie
ktore nie sg instalowane wraz z oprogramowaniem R. Tak wiec jesli weczesniej nie
zostaly one zainstalowane w systemie, nalezy to zrobi¢ w nastepujacy sposob:

# instalacja pakietu tseries
> install.packages("tseries")

Instalacje pakietu wykonujemy tylko raz niezaleznie od tego ile razy uruchomimy
srodowisko R. Wykonujac powyzsze polecenie zostanie zainstalowany pakiet wraz z
wymaganymi zaleznosciami (dodatkowe pakiety) jesli takie sa wymagane. Nastepnie
nalezy taka biblioteke zatadowac:

# wczytywantie pakietu tseries:
> library("tseries") # diagnostyka szeregow czasowych

Komende tadowania pakietu (oczywiscie jesli chcemy skorzystaé z funkeji dostep-
nych w tym pakiecie) musimy powtarzaé¢ przy kazdym uruchomieniu programu R.
W dalszej kolejnosci wprowadzamy dane dotyczace miesiecznej stopy bezrobocia w
Polsce w okresie od 05.2004 do 05.2010.

# wprowadzamy dane do programu R:

> b=c(

19.5, 19.4, 19.3, 19.1, 18.9, 18.7, 18.7, 19.0, 19.4, 19.4, 19.2, 18.7,
18.2, 18.0, 17v.9, 1v.7, 17v.6, 17.3, 17.3, 17.6, 18.0, 18.0, 17.8, 17.2,
16.5, 16.0, 156.7, 15.5, 15.2, 14.9, 14.8, 14.9, 15.1, 14.9, 14.4, 13.7,
13.0, 12.4, 12.2, 11.9, 11.6, 11.3, 11.3, 11.4, 11.7, 11.5, 11.1, 10.5,
10.0, 9.6, 9.4, 9.1, 8.9, 8.8, 9.1, 9.5, 10.5, 10.9, 11.2, 11.0,

96
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10.8, 10.7, 10.8, 10.8, 10.9, 11.1, 11.4, 11.9, 12.7, 13.0, 12.9, 12.3,
11.9)

Oczywiscie dane mozna importowa¢ do programu R (lub eksportowaé) za pomoca
roznych funkeji:

dane w formie tabeli:

daneBez=data.frame (b)

zapisywanie danych:

write.table(daneBez,"/home/. ../Pulpit/daneBez")
odczytywanie danych:
naszeDane=read.table("/home/.../Pulpit/daneBez")

V % V % V %

Istnieje takze mozliwos¢ odczytywania i zapisywania danych do takich typow plikow
jak np. .csv.

Aby moc zastosowaé funkcje dyn$lm konieczne jest przeksztalcenie zmiennej b
(zapisnej w postaci wektora zmiennych) w szereg czasowy. Do budowy szeregu cza-
sowego zostanie wykorzystana funkcja ts(stats).

budowa szeregu czasowego:

bezrob=ts (b, start=c(2004,5) ,freq=12)

wykres szeregu czasowego:

pdf ("rla.pdf",width=8,height=6,paper="special")
par(bg="lightgoldenrodyellow")

plot (bezrob,axes=F,xlab="",ylab="",main="", col="white")
u=par ("usr")

rect(ul[1], ul3], ul2], ul4], col="white")

par (new=plot)

plot (bezrob,xlab="czas",ylab="stopa bezrobocia",col="red",lwd=2,las=1)
dev.off ()

VVVVVVVVHV H

18

16

14

stopa bezrobocia

12 +

10

T T T T T
2005 2006 2007 2008 2009 2010

czas

Rysunek 10.1: Stopa bezrobocia w Polsce od 0.5.2004 do 0.5.2010.
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10.2 Badanie wewnetrznej struktury procesu

10.2.1 Trend

W pierwszym kroku nalezy ustali¢, czy w szeregu czasowym (Rysunek 10.1) wy-
stepuje tendencja rozwojowa czyli trend. Jesli dojdziemy do wniosku, ze wystepuje
trend nalezy zbudowac kilka wielomianowych modeli trendu a nastepnie dokonaé¢ wy-
boru najlepszego modelu. Wyboér wielomianu mozemy dokona¢ za pomoca analizy
wariancji ANOVA lub kryterium informacyjnego AIC.

# zmienne trendu:
tl=ts(1:length(bezrob),start=c(2004,5) ,freq=12)
t2=ts(t1°2,start=c(2004,5) ,freq=12)
t3=ts(t1°3,start=c(2004,5) ,freq=12)
t4=ts(t1"4,start=c(2004,5) ,freq=12)

vV V V V

library(dyn)

estymacja wielomianowych modeli trendu:

ml=dyn$lm(bezrob~t1) # wielomian stopnia pierwszego
m2=dyn$lm(bezrob~t1+t2) # wielomian stopnia drugiego
m3=dyn$lm(bezrob~t1+t2+t3) # wielomian stopnia trzeciego
m4=dyn$lm(bezrob~t1+t2+t3+t4) # wielomian stopnia czwartego

V VV V % V

# porownanie modelu trendu mi 7 m2:
> anova(ml,m2)
Analysis of Variance Table

Model 1: bezrob ~ ti
Model 2: bezrob ~ t1 + t2

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)
1 71 176.96
2 70 109.76 1 67.202 42.86 8.284e-09 *x*x
Signif. codes: 0O ‘“*%x’ 0.001 ‘*%’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ ’ 1

# porownanie modelu trendu m2 i m3:
> anova(m2,m3)
Analysis of Variance Table

Model 1: bezrob ~ t1 + t2
Model 2: bezrob ~ t1 + t2 + t3

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)
1 70 109.756
2 69 26.572 1 83.183 216 < 2.2e-16 *xx*
Signif. codes: O ‘x**’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’ 1

# porownanie modelu trendu m3 7 m4:
> anova(m3,m4)
Analysis of Variance Table
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Model 1: bezrob ~ t1 + t2 + t3
Model 2: bezrob ~ t1 + t2 + t3 + t4

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 69 26.572
2 68 26.569 1 0.0034355 0.0088 0.9256

Tak wiec najlepszym modelem trendu okazat si¢ wielomian stopnia trzeciego. Do
takiego samego wniosku dochodzimy poréwnujac kryteria informacyjne AIC wszyst-
kich modeli.

> AIC(ml1,m2,m3,m4)
df AIC

ml 3 277.8030

m2 4 244.9342

m3 5 143.3919

m4d 6 145.3825

10.2.2 Sezonowosé

Aby oceni¢ czy w badanym szeregu czasowym wystepuja wahania sezonowe trzeba
oszacowa¢ model trendu wraz ze zmiennymi sezonowymi. Jesli przynajmniej jeden
parametr przy zmiennej zero-jedynkowej okaze sie istotny mozemy sadzi¢, ze w sze-
regu wystepuje sezonowosc.

# zmienne sezonowe: zero-jedynkowe:
> library(forecast)
> month = ts(seasonaldummy (bezrob),start=c(2004,5),freq=12)

# model z trendem 1 sezonowosScig:
> s.dyn=dyn$lm(bezrob~t1+t2+t3+month)

# podsumowanie modelu z trendem % sezonowoscig:
> summary(s.dyn)

Call:
Im(formula = dyn(bezrob ~ tl1 + t2 + t3 + month))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.23729 -0.31580 -0.01533 0.36128 0.82255

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 1.903e+01 3.153e-01 60.363 < 2e-16 *x*x*

t1 1.258e-01 2.853e-02 4.410 4.54e-05 ***
t2 -1.280e-02 8.917e-04 -14.357 < 2e-16 ***
t3 1.372e-04 7.927e-06 17.311 < 2e-16 ***
monthl 5.935e-01 2.815e-01 2.109 0.0393 *
month?2 7.138e-01 2.816e-01 2.535 0.0140 *
month3 5.934e-01 2.818e-01 2.106 0.0396 *
month4 1.149e-01 2.821e-01 0.407 0.6854




Rozdziat 10. Przyklad budowy dynamicznego modelu liniowego 100

monthb5 -2.402e-01 2.721e-01 -0.883 0.3811

month6 -2.513e-01 2.829e-01 -0.888 0.3780

month7 -2.861e-01 2.824e-01 -1.013 0.3152

month8 -3.891e-01 2.820e-01 -1.380 0.1730

month9 -4.612e-01 2.818e-01 -1.637 0.1071

month10 -5.365e-01 2.816e-01 -1.905 0.0617 .

monthl1l -3.658e-01 2.815e-01 -1.300 0.1988

Signif. codes: O ‘*x**’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 .7 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 0.4874 on 58 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9842, Adjusted R-squared: 0.9803
F-statistic: 257.4 on 14 and 58 DF, p-value: < 2.2e-16

Poniewaz kilka zmiennych sezonowych jest istotnych statystycznie nalezy stwierdzi¢,
ze w badanym procesie wystepuja wahania sezonowe.

10.2.3 Stopien autoregresji — funkcja PACF

Aby oceni¢ stopien autoregresji dynamicznego modelu liniowego nalezy sprawdzié
czy w procesie reszt (modelu z trendem i sezonowoscia) wystepuje autokorelacja
reszt. Mozna tego dokonaé¢ na podstawie funcji PACF (Rysunek 10.2) na poziomie
istotnosci a = 0,05 (przerywana linia pozioma).

# wyznaczenie wspoiczynnikow autokorelacji czgstkowej:
> pacf (rs,plot=F) [[1]]

1.0 -
--- +-1.96/473
w05
O
5 O
3 00 S LA L LA L + LN B |
= S e N N N
o -0.5
-1.0 : :
5 10 15
Lag

Rysunek 10.2: Funkcja autokorelacji czastkowej.

Jak wida¢ na rysunku 10.2 wystepuje rzad autokorelacji p = 1.

10.2.4 Stopien integracji — test ADF /PP

Jesli otrzymane reszty (Rysunek 10.3) na podstawie modelu z trendem i sezono-
woscia sa niestacjonarne (wystepuje pierwiastk jednostkowy) nalezy wéwcezas rzad
autoregresji (w dynamicznym modelu liniowym) powiekszy¢ o liczbe d czyli liczbe
pierwiastkow jednostkowych. Do sprawdzenia hipotezy o wystepowaniu pierwiastka
jednostkowego mozemy postuzy¢ si¢ rozszerzonym testem Dickey’a-Fullera.

> adf.test(rs)
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Rysunek 10.3: Reszty modelu z trendem i sezonowosciag rsy.

Augmented Dickey-Fuller Test

data: rs
Dickey-Fuller = -2.6101, Lag order = 4, p-value = 0.3268
alternative hypothesis: stationary

Poniewaz w teécie ADF p-value jest rowne 0, 3268 nalezy przyjaé, ze w procesie
rs; wystepuje pierwiastk jednostkowy d = 1. Skoro szereg rs; jest niestacjonarny
nalezy sprawdzi¢ czy w procesie Ars; = rs; — rs;_1 rOwniez wystepuje pierwiastek
jednostkowy. A wiec czy szereg rs; jest zintegrowany w stopniu drugin tzn. 1(2).
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Rysunek 10.4: Reszty modelu po jednokrotnym réznicowaniu Ars;.

> adf.test(diff(rs))
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Augmented Dickey-Fuller Test

data: diff(rs)
Dickey-Fuller = -1.7534, Lag order = 4, p-value = 0.6757
alternative hypothesis: stationary

Tak wiec szereg rs; jest zintegrowany w stopniu drugim (p-value = 0, 6757), badamy
wiec czy jest rOwniez zintegrowany w stopniu trzecim.
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Rysunek 10.5: Reszty modelu po dwukrotnym réznicowaniu AArs;.

> adf.test(diff(diff(rs)))
Augmented Dickey-Fuller Test

data: diff(diff(rs))
Dickey-Fuller = -4.4611, Lag order = 4, p-value = 0.01
alternative hypothesis: stationary

Zatem dla Hy: 1(3) p-value jest réwne 0.01.Czyli szereg AArs; jest stacjonarny i
na tym konczymy procedure oceny zintegrowania szeregu rs;. Rzad autoregresji w
dynamicznym modelu liniowym bedzie wiec wynosit: p+d = 1 + 2 = 3. Innym
testem do oceny istnienia pierwiastka jednostkowego jest test Phillipsa-Perrona.

> pp.test(rs)
Phillips-Perron Unit Root Test

data: rs

Dickey-Fuller Z(alpha) = -8.8842, Truncation lag parameter = 3, p-value
= 0.5915

alternative hypothesis: stationary
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> pp.test(diff(rs))
Phillips-Perron Unit Root Test

data: diff(rs)

Dickey-Fuller Z(alpha) = -22.3947, Truncation lag parameter = 3,
p-value = 0.02967

alternative hypothesis: stationary

> pp.test(diff(diff(rs)))
Phillips-Perron Unit Root Test

data: diff(diff(rs))

Dickey-Fuller Z(alpha) = -80.4955, Truncation lag parameter = 3,
p-value = 0.01

alternative hypothesis: stationary

W oprogramowaniu R mozemy réwniez skorzystaé z szeregu innych testow do-
tyczacych pierwiastka jednostkowego. Sa one dostepne w nastepujacych paczkach:
uroot, urca, fUnitRoots.

10.3 Weryfikacja modelu

10.3.1 Estymacja dynamicznego modelu liniowego

# estymacja modelu:

> m.dyn=dyn$lm(bezrob~t1+t2+t3+
month+
lag(bezrob,-1)+lag(bezrob,-2)+lag(bezrob,-3))

# podsumowanie modelu
> summary (m.dyn)

Call:
Im(formula = dyn(bezrob ~ tl1 + t2 + t3 + month + lag(bezrob,
-1) + lag(bezrob, -2) + lag(bezrob, -3)))

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.2181171 -0.0556411 0.0008272 0.0517680 0.2725021

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 1.716e+00 6.131e-01  2.799 0.007172 *x*
t1 8.245e-03 1.169e-02 0.705 0.483721
t2 -8.612e-04 5.818e-04 -1.480 0.144833
t3 9.069e-06 5.615e-06 1.615 0.112309

monthl 6.025e-02 6.328e-02 0.952 0.345409
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month?2
month3
month4
monthb
month6
month7
month8
month9
month10
monthl1l

lag(bezrob, -1)
lag(bezrob, -2)
lag(bezrob, -3)

Signif. codes:

0

Cxkkxk )

.624e-01
.115e-01
.728e-01
.977e-01
.633e-01
.991e-02
.026e-01
.062e-01
.064e-01
.425e-02
.478e+00
.947e-01
.605e-01
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0.001

.525e-02
.129e-01
.569e-02
.862e-02
.482e-02
.443e-02
.263e-02
.022e-02
.484e-02
.629e-02
.297e-01
.453e-01
.444e-01

‘%2 0.01 ‘%’ 0.

.474
.417
.852
.033
.925
.671
.829
.361
.725
.120
.400
.794
.497

Residual standard error: 0.1006 on 52 degrees

(6 observations deleted due to missingness)
Adjusted R-squared: 0.9991
4551 on 17 and 52 DF,

Multiple R-squared: 0.9993,
F-statistic:

10.3.2

bezrob

.69e-10
.58e-06
.18e-10
.000181

.505471
.25e-05
.14e-05
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.267842
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Rysunek 10.6: Wykres wartosci empirycznych i teoretycznych.

104

Dokonujac oceny jakosci modelu nalezy zwrdci¢ uwage na wysoka wartoéé R? kto-
ry wynosi 0,9993. Oznacza to, ze w 99, 93% zostala wyjasniona zmiennosé zmiennej
zaleznej (stopa bezrobocia) przez model. Na podstawie oszacowanego btedu standar-
dowego reszt Se, ktéry jest réwny 0, 1006 mozemy stwierdzié, ze srednio o 0, 1006%
odchylaja sie wartosci rzeczywiste stopy bezrobocia od wartosci teoretycznych —
oszacowanych na podstawie modelu. Takze test F' wskazuje na dobre dopasowanie

modelu (p-value = 2.2e — 16).
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10.4 Diagnostyka modelu

10.4.1 Normalnosé procesu resztowego

Ocena normalnosci sktadnika resztowego zostata dokonana za pomoca testu Shapiro-
Wilka oraz testu x? w oparciu o procedure zaproponowang przez Doornika oraz
Hansena.

# reszty modelu:

> r.dyn=resid(m.dyn)

# test Shapiro-Wilka:
> shapiro.test(r.dyn)

Shapiro-Wilk normality test
data: r.dyn

W = 0.9862, p-value = 0.6382

Wysoka wartosé¢ p-value, ktéra wynosi 0, 6382 pozwala nam wnioskowaé, ze na pod-
stawie testu Shapiro-Wilka reszty maja rozktad normalny.

# test Doornika-Hansena:
> library(normwhn.test)
> normality.testl(as.matrix(r.dyn))

[1] "HO: data are normally distributed"

[1] "Ep"
[,1]

[1,] 2.727479

[1] "dof"

(1] 2

[1] "sig.Ep"
[,1]

[1,] 0.2557027

Réwniez wynik testu 2 wskazuje, ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej
przy poziomie istotnosci a = 0,05. Nalezy wigc stwierdzi¢, ze proces resztowy ma
rozklad normalny. Wyniki obu testow potwierdzaja tez wykresy (Rysunek 10.7) oraz
(Rysunek 10.8).

Do badania normalnosci zmiennych mozna wykorzystaé¢ takze inne testy, ktore
sa dostepne w $rodowisku R. Oto niektére z nich: jarque.test(moments) — test
normalnosci Jarque-Bera, agostino.test (moments) — test sko$nosci D’Agostino,
anscombe . test (moments) — test kurtozy Anscombe-Glynn.

10.4.2 Autokorelacja procesu resztowego

Do oceny autokorelacji reszt mozna wykorzysta¢ test autokorelacji Ljunga-Boxa,
ktory jest dostepny w paczce tseries. W tym tescie dzieki opcji lag mozemy badac
stopien autokorelacji dowolnego rzedu.
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density.default(x = r.dyn) Normal Q-Q Plot

—— density
—— normal

Density
Sample Quantiles

-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 -2 =il 0 1 2
N =70 Bandwidth = 0.03084 Theoretical Quantiles
Rysunek 10.7: Gesto$¢ prawdopodo- Rysunek 10.8: Wykres kwantylowy.
bienstwa.

> Box.test (r.dyn, lag = 1, type="Ljung")

Box-Ljung test
data: r.dyn

X-squared = 0.05692, df = 1, p-value = 0.8078

Poniewaz w tescie Ljunga-Boxa wartosé¢ p-value jest rowna 0, 8078 to na poziomie
istotnosci a = 0,05 mozna przyjac, ze w procesie resztowym autokorelacja nie wy-
stepuje.

1.0
--- +-1.96/470
w 05
e R T T T ——
O 1T
e - r- v o
o 05
= T T T
5 10 15
Lag

Rysunek 10.9: Funkcja autokorelacji czastkowej reszt modelu.

Takze test Quenouille’a na poziomoe istotnosci o = 0,05 (przerywane poziome
linie — Rysunek 10.9) potwierdza brak zjawiska autokorelacji reszt. W oprogramo-
waniu R dostepne sa tez inne testy do badania tego zjawiska np. bgtest (lmtest)
— test Breuscha-Godfreya oraz dwtest (Imtest) — test Durbina-Watsona. Jednak
ten ostatni umozliwia badanie tylko autokorelacji rzedu pierwszego.

10.4.3 Heteroskedastycznos$é procesu resztowego

Poniewaz niejednorodno$¢ wariancji jest zjawiskiem nieporzadanym nalezy wiec zba-
da¢ czy wystepuje heteroskedastycznosé w procesie reszt. Do tego celu mozna wy-
korzystac test Breusha-Pagana.
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# test Koenkera:
> bptest (m.dyn)

studentized Breusch-Pagan test

data: m.dyn

BP = 22.7745, df = 17, p-value = 0.1567

# test Breusha-Pagana:

> bptest(m.dyn,studentize=F)
Breusch-Pagan test

data: m.dyn

BP = 28.2902, df = 17, p-value = 0.04166

# Cook © Weisberg [1983]:
> bptest(m.dyn,studentize=F,varformula ="fitted(m.dyn))

Breusch-Pagan test

data: m.dyn
BP = 1.7564, df = 1, p-value = 0.1851
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Na podstawie przeprowadzonych testow Breusha-Pagana mozemy wnioskowac, ze
wystepuje homoskedastycznos$é reszt. Dzieki sSrodowisku R mamy mozliwos¢ prze-
prowadzenia takze innych testéw np. hmctest (lmtest) — test Harrisona-McCabea

lub gqtest (Imtest) — test Goldfelda-Quandta.

0.2

0.1

0.0

reszty modelu

-0.1

-0.2

I I I I I
2005 2006 2007 2008 2009 2010

Czas

Rysunek 10.10: Reszty modelu.

10.4.4 Stabilno$¢é parametréw modelu

Do zbadania stabilnosci parametréw modelu mozna wykorzysta¢ test Chowa. Jed-
nak aby moc zastosowaé ten test nalezy okresli¢ punkt zwrotny, ktéry podzieli caty
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analizowany proces na dwie podproby. Jesli w tych dwéch podokresach parame-
try modeli nie beda sie réznity, mozna wtedy przyjac, ze sa one stabilne. W tescie
sctest (strucchange) jako punkt zwrotny nalezy poda¢ ostatnia date z pierwszej
podpréby. Tzn. jesli za punkt zwrotny przyjmiemy 10.2008 (pierwsza data drugiej
podpréby) to dla opcji point trzeba podaé 09.2008 (ostatnia data pierwszej pod-
proby).

# przygotowanie danych:

> d=cbind(bezrob,t1,t2,t3,month,

lag(bezrob,k=-1),lag(bezrob,k=-2) ,lag(bezrob,k=-3))

> d=na.omit(d)

# test Chowa:

> library(strucchange)

> sctest(bezrob™., data=d, type="Chow", point=c(2008,9))

Chow test

data: bezrob ~
F = 5.5201, p-value = 9.785e-06

Innym testem, ktory bada stabilno$é parametréw modelu jest test CUSUM (cu-
mulated sum of residuals) zwany takze testem Harvey’a-Colliera. Jest on dostepny
w programie R po uprzednim wczytaniu biblioteki 1mtest.

> harvtest(m.dyn)
Harvey-Collier test

data: m.dyn
HC = 0.37, df = 51, p-value = 0.713

Na podstawie przeprowadzonego testu Chowa nalezy odrzuci¢ hipotez¢ zerowsa o sta-
bilnosci parametréw modelu. Z kolei na podstawie testu CUSUM nalezy stwierdzi¢,
ze parametry modelu sg stabilne.

10.4.5 Postaé¢ analityczna modelu

Aby zweryfikowaé hipoteze o poprawnym doborze postaci analitycznej modelu moz-
na skorzystac¢ z testu RESET — resettest (lmtest). Mozemy go przeprowadzi¢ w
kilku wersjach:

# wartosSci wyrownane podniesione do potegi drugiej T trzeciej:

> resettest(m.dyn,power=2:3)

RESET test

data: m.dyn
RESET = 0.0605, dfl1 = 2, df2 = 50, p-value = 0.9414

# wartosci wyrdéwnane podniesione do potegtr drugiej:
> resettest(m.dyn,power=2)
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RESET test

data: m.dyn
RESET = 0.0598, df1 =1, df2 = 51, p-value = 0.8078

# wartosci wyréwnane podniesione do potegr trzeciej:
> resettest(m.dyn,power=3)

RESET test

data: m.dyn
RESET = 0.0468, dfl1 = 1, df2 = 51, p-value = 0.8297

Otrzymane wartosci p-value wskazuja, ze brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy
zerowej zaktadajgcej poprawng specyfikacje modelu.




Rozdziat 11

Przeglad wybranych testow
statystycznych

11.1 Testy normalnosci

W celu przedstawienia procedury obliczeniowej testu normalnosci Doornika-Hansena
wykorzystamy dane dotyczace dlugodci ptatka kosaéca z gatunku setosa.

> attach(iris)
> f= Petal.Length[Species=="setosa"]

Przed przystapieniem do obliczen statystyki jednowymiarowego testu normal-
nosci Doornika-Hansena, nalezy przeksztalci¢ nasz wektor danych £ w nastepujacy
Sposob:

> ff= f-mean(f) # przeksztalcenie
> n= length(ff) # liczebnosSé wektora danych

Teraz dokonamy transformacji skosnosci (D’Agostino) czyli obliczymy statystyke z1:

3(n*+27n —70)(n + 1)(n + 3)

= =)+ )+ T+ 9) (11.1)
W= -1+ [2(8 - 1)]% (11.2)
fo (11.3)
{ln (\/F)}

S, = % ) zT‘L:l(xi - j)g - (11.4>

V(s - 2)
y=S5 [“’ — (n 2(711)<—n2—; ?’)1 ’ (11.5)
s =6n[y+ (2 +1)2 (11.6)

110
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# obliczenia dla z1:
> f1= function(x){

DNAME= deparse(substitute(x))

x= sort(x[complete.cases(x)])

n= length(x)

beta= (3*(n"2+27#n-70)*(n+1)*(n+3)) / ((n-2)*(n+5)*(n+7)*(n+9))
w2= -1+(2x(beta-1))"~(1/2)

del= 1/sqrt(log(sqrt(w2)))

S1= e1071::skewness(x,type=1) # parametr skosnosct
y= Slxsqrt (((w2-1) / (2))*(((n+1)*(n+3))/(6x(n-2))))
z1= delx*log(y+sqrt(y~2+1))

}

> z1=f1(ff); =z1

[1] 0.3315036

Nalezy zaznaczy¢, ze statystyka z1 ma rozktad zblizony do rozktadu normalnego.

# rozktad statystyk: z1 dla 10000 replikacjt
> m=10000
> statS=NULL
> for (i in 1:m) {
statS[i] = fi1(sample(ff,n,T))

rysunek:

par(bg="lightgoldenrodyellow")
hist(statK,prob=T,axes=F,xlab="",ylab="",main="", border="white")
u=par ("usr")

rect(ul1], ul3], ul2], ul4], col="white")

par (new=plot)
hist(statS,prob=T,main="",border="white",col="pink",60)

curve (dnorm(x,mean(statS) ,sd(statS)) ,add=T,1lwd=3,col="darkred")

V V V V V V V $#% Y

0.15 0.25 0.30
1 1 1

Density

0.05
1

0.00

T T T T T
-4 =2 0 2 4

Rysunek 11.1: Rozktad statystyki 21 dla 10000 replikacji.
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Otrzymana warto$¢ z1 mozemy wykorzysta¢ do zweryfikowania nastepujacych hi-
potez dotyczacych sko$nosci (wzoér 11.4):

H()I 51:0 lub HO: 8120 lub H()I Sl<0
Hli 51%0 Hli Sl<0 Hli Sl>0

> 2% (1-pnorm(abs(zl1))) # p-walue dla H1: S1!'=0
[1] 0.7402641

> pnorm(z1) # p-value dla H1: S1<0
[1] 0.6298679
> 1-pnorm(z1) # p-value dla H1: S1>0

(1] 0.3701321

Do weryfikacji tego typu hipotez mozemy skorzysta¢ z testu skosnoéci D’Agostino
wpisujac nastepujaca komende:

> library(moments)

> agostino.test(f)

D’Agostino skewness test

data: f
skew = 0.1032, z = 0.2185, p-value = 0.827
alternative hypothesis: data have a skewness

Wartos¢ statystyki z jest inna niz z1. Wynika to z tego, ze we wzorze 11.3 oraz 11.6
zastosowano logarytm naturalny — In, natomiast w omawianym tescie D’Agostino
zastosowano logarytm dziesietny — log.

W kolejnym kroku obliczymy statystyke z2 czyli przeprowadzimy transformacje
kurtozy (Wilson-Hilferty) wedtug ponizszych wzordw:

§=(n—3)(n+1)(n*+15n —4) (11.7)
_ (n=2)(n+5)(n+7)(n*+27n — 70)
a= - (11.8)
(n—T)(n+5)(n+7)(n*+2n—25)
c= % (11.9)
_ (n+5)(n+T7)(n®+37n* + 11n — 313)
k= 5 (11.10)
Sl — n ?:1(1’1- - j>3 . (11‘11)
\/ Loy (e - 7))
a=a+ S’ (11.12)
K, = % ) Z?:l(xi - j)4 . (1113)
(% i (@ — @2)

x = (K —1-5%)2k (11.14)

2= [(2);)3 1+ 92] (9a)

[

(11.15)
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# obliczenia dla z2:
> f2=function(x){

DNAME= deparse(substitute(x))

x= sort(x[complete.cases(x)])

n= length(x)

delta= (n-3)*(n+1)*(n"2+15%n-4)

a= ((n-2)*(n+5)*(n+7)*(n"2+27*n-70)) / (6*delta)

c= ((n-7)*(n+5)*(n+7)*(n"2+2*xn-5)) / (6*delta)

k= ((n+5)*(n+7)*(n"3+37*n"2+11*n-313)) / (12*delta)

S1= e1071::skewness(x,type=1) # parametr skosnosct
alpha= a+S172x*c

K1= e1071: :kurtosis(x,type=1)+3 # parametr kurtozy
chi= (K1-1-S172)*2*k

z2= ( (chi/(2*alpha))~(1/3)-1+(1/(9*alpha)) )*sqrt(9*alpha)
}

> z2=f2(ff); z2

[1] 2.042610

Takze parametr z2 ma rozktad zblizony do rozktadu normalnego.

# rozktad statystyki 22 dla 10000 replikacji
> m=10000
> statK = NULL
> for (1 in 1:m) {
statK[i] = f2(sample(ff,n,T))

rysunek:

par (bg="lightgoldenrodyellow")
hist(statK,prob=T,axes=F,xlab="",ylab="",main="", border="white")
u=par ("usr")

rect(ul1], ul3], ul2], ul4], col="white")

par (new=plot)
hist(statK,prob=T,main="",border="white",col="pink") ;box()

curve (dnorm(x,mean(statK) ,sd(statkK)),add=T,1lwd=2,col="pink4")

V V V V V V V %Y

Density
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

Rysunek 11.2: Rozklad statystyki 22 dla 10000 replikacji.
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Na podstawie obliczonej wartosci z2 dokonamy wefyfikacji nastepujacych hipotez
statystycznych dotyczacych kurtozy (wzér 11.13):

Hol K1:3 lub H()i K1>3 lub Hol K1<3
Hi: Kl#g H: K;i<3 H: K;i>3

> 2x(1-pnorm(abs(z2))) # p-value dla H1: K1!=3
[1] 0.04109101

> pnorm(z2) # p-value dla H1: K1<3
[1] 0.9794545
> 1-pnorm(z2) # p-value dla H1: K1>3

[1] 0.02054551

W przypadku weryfikacji powyzszych hipotez statystycznych mozemy zastosowaé
test kurtozy Anscombe-Glynn:

_3n—-1)
“T T (11.16)
_ 24n(n—2)(n —3)
b= (n+1)%2(n+3)(n+5) (11.17)
. 6(n? — 5n + 2) . 6(n + 3)(n +5)

(n+7)(n+9) Jn(n_g)(n_?) (11.18)
d:6+i i* 1*;1) (11.19)
K = 2 Zﬁﬁ%_fﬂz (11.20)

(% i (i —5)2)
Ki—a
X=0 (11.21)
2 (_ 1=2/d 3
. 1 -5 (1+x~ 2/(d—4)> 11.22)

J/2/9d

> anscombe.test (f)
Anscombe-Glynn kurtosis test

data: f
kurt = 3.8046, z = 1.4562, p-value = 0.1453
alternative hypothesis: kurtosis is not equal to 3

Po wyznaczeniu wartosci z; oraz z; mozemy obliczy¢ statystyke testu normalnosci

ep wedtug wzoru:
ep = 212 + z° (11.23)
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>

ep= z172+z272; ep

[1] 4.282152

Poniewaz statystyki z1 oraz z2 maja rozktady zblizone do normalnych (rysunek 11.1
i 11.2) to suma ich kwadratéw bedzie miala rozklad x? z dwoma stopniami swobody.

#

>
>
>

V V V V V V V %Y

>

rozktad statystykt ep dla 10000 replikacjt
m=10000
statC = NULL
for (i in 1:m) {
statC[i] = fl(sample(ff,n,T)) "2+f2(sample(ff,n,T))"2

rysunek:

par (bg="lightgoldenrodyellow")
hist(statK,prob=T,axes=F,xlab="",ylab="",main="", border="white")
u=par ("usr")

rect(ul1], ul3], ul2], ul4], col="white")

par (new=plot)
hist(statC,prob=T,main="",border="white",col="pink") ;box()
curve(dchisq(x,2) ,add=T,1lwd=2,col="pink4")

Density

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
1

T T T T T
0 10 20 30 40

Rysunek 11.3: Rozklad statystyki ep dla 10000 replikacji.

1-pchisq(ep,2)

[1] 0.1175283

Teraz zostana przedstawione wyniki testu Doornika-Hansena z wykorzystaniem go-
towej funkcji normality.testl.

>

library(normwhn.test)

> normality.testl(as.matrix(f))
[1] "sk"

[1] 0.1031751

[1] "k"

[1] 3.804592

[1] "rtbi"

[1] 0.1031751

[1] "b2"
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[1] 3.804592

[1] noqn
[1] 0.3315036
[1] noon

[1] 2.042610

[1] "HO: data do not have skewness"

[1] "pvalsk"

[1] 0.7402641

[1] "HO: data do not have negative skewness"
[1] "pskneg"

[1] 0.6298679

[1] "HO: data do not have positive skewness"
[1] "pskpos"

[1] 0.3701321

[1] "HO: data do not have kurtosis"

[1] "pvalk"

[1] 0.04109101

[1] "HO: data do not have negative kurtosis"
[1] "pkneg"

[1] 0.9794545

[1] "HO: data do not have positive kurtosis"
[1] "pkpos"

[1] 0.02054551

[1] "HO: data are normally distributed"

[1] "Ep"

[,1]
[1,] 4.282152
[1] "dof"
[1]1 2
[1] "sig.Ep"

[,1]
[1,] 0.1175283

Poniewaz w tescie Doornika-Hansena p — value = 0,1175283, nalezy stwierdzi¢, ze
zmienna f (dlugo$é platka gatunku setosa) charakteryzuje sie rozkladem normal-
nym. Réwniez test skosnosci (p — value = 0,7402641) oraz kurtozy (p — value =
0,04109101) potwierdzaja nasza decyzje.

> shapiro.test(f)
Shapiro-Wilk normality test

data: f
W = 0.955, p-value = 0.05481

Takze test Shapiro-Wilka wskazuje na normalnosé rozktadu badanej zmiennej (p —
value = 0,05481).

# histogram:

> par(bg="lightgoldenrodyellow")

> hist(statK,prob=T,axes=F,xlab="",ylab="",main="", border="white")
> u=par ("usr"
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rect(ul1], ul3], ul2], ul4], col="white")

par (new=plot)

hist (f,prob=T,main="",border="white",col="pink") ;box()
lines(density(f),1lwd=3,col="pink4")

curve (dnorm(x,mean(f),sd(f)) ,add=T,1lty=2,col="darkred")

V V. V V V

Density

T T T T T
1.0 12 14 1.6 18

Rysunek 11.4: Histogram — dtugos¢ platka irysa, gatunek setosa.

Gdy badamy normalnos¢ za pomocg kilku testéw np. Doornika-Hansena i Shapiro-
Wilka zawsze warto poréwnaé ich moc. Ponizej zostaly przedstawione obliczenia
dotyczace mocy obu testow.

# moc testu Doornika-Hansena:

> m= 10000

> statP= NULL

> for (i in 1:m) {
statP[i] = 1-pchisq(f1l(sample(ff,n,T)) 2+f2(sample(ff,n,T))"2,2)
}

> mean(statP< 0.05)

[1] 0.2696

# moc testu Shapiro-Wilka:

> m= 10000

> statSW= NULL

> for (i in 1:m) {
statSW[i] = shapiro.test(sample(f,n,T))$p.value
}

> mean(statSW< 0.05)

[1] 0.8699

Tak wiec test Shapiro-Wilka charakteryzuje sie zdecydowanie wieksza moca (0, 8699)
niz test Doornika-Hansena (0,2696). Czyli do oceny normalnosci wektora danych £
nalezy postuzy¢ sie testem Shapiro-Wilka.

Za pomocy funkcji normality.testl mamy mozliwo$¢ takze badania wielowy-
miarowej normalnosci macierzy danych. Sposéb przeprowadzania obliczen dla wie-
lowymiarowego testu Doornika-Hansena przedstawimy na przyktadzie macierzy X.

| # diugosé 1 szerokosé ptatka - setosa:
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> X= iris[1:50,3:4]

> p= length(X[1,])

> n= length(X[,1])

> m= NULL # wektor Srednich dla kolumn macierzy X
> for (i in 1:p) m[il= mean(X[,i])

W pierwszym kroku dokonamy przeksztatcenia macierzy X w ponizszy sposob.

Xll_Xl Xpl_Xp
Xpxn = : : (11.24)
Xin—X1 . Xpu—X,

> M= matrix(rep(m, n), nrow=p)
> Xhat= X-t(M)

V =diag (Si7%,..., 5, %) (11.25)

> V= diag(1/sqrt(diag(cov(X))))

A =diag (A1, .., \n) (11.26)

> lambda= diag(eigen(cor(X))$values)
> H= eigen(cor(X))$vectors

RT=HA :HTVX" (11.27)

> RT= H %x*% solve(lambda)~(1/2) %x% t(H) %*x% V %x% t(Xhat)
> R= t(RT)

Po otrzymaniu macierzy R mozemy teraz obliczy¢ wartosci wektorow z1 i z2 w
podobny sposob jak w przypadku testu jednowymiarowego.

# obliczenia dla z1:

> f1= function(x){

DNAME= deparse (substitute(x))

rS1= apply(x,2,FUN=function(x)el071::skewness(x,type=1))
rK1= apply(x,2,FUN=function(x)e1071: :kurtosis(x,type=1)+3)
beta= (3*%(n~2+27*n-70)*(n+1)*(n+3)) / ((n-2)*(n+5)*(n+7)*(n+9))
w2= -1+(2*(beta-1))"(1/2)

del= 1/sqrt(log(sqrt(w2)))

y= rSi*xsqrt(((w2-1) / (2))*(((n+1)*(n+3))/(6x(n-2))))

z1= delx*log(y+sqrt(y~2+1))

}

> z1= f1(R); z1

[1] 0.3200522 3.1503286

# p-value dla jednowymiarowych testéw skosSnosci - H1: S1!'=0
> 2% (1-pnorm(abs(z1)))

[1] 0.748928767 0.001630869

# obliczenia dla z2:
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> f2= function(x){

delta= (n-3)*(n+1)*(n"2+15%n-4)

a= ((n-2)*(n+5)*(n+7)*(n"2+27*n-70)) / (6*delta)

c= ((n-7)*(n+5)*(n+7)*(n"2+2+n-5)) / (6*delta)

k= ((n+5)*(n+7)*(n"3+37*n"2+11*n-313)) / (12*delta)

rS1= apply(x,2,FUN=function(x)el071::skewness(x,type=1))
alpha= a+rS172x%c

rK1= apply(x,2,FUN=function(x)el071: :kurtosis(x,type=1)+3)
chi= (rK1-1-rS172)*2*k

z2= ( (chi/(2*alpha))~(1/3)-1+(1/(9*alpha)) )*sqrt(9*alpha)
}

> z2= f2(R); z2

[1] 2.145361 -1.685471

# p-value dla jednowymiarowych testéw kurtozy - H1: K1!=3
> 2x(1-pnorm(abs(z2)))

[1] 0.03192402 0.09189779

Ep=2"2,+ 2, 7, (11.28)

> z1= matrix(zl,p,1)

> z2= matrix(z2,p,1)

> Ep= t(z1) %*% z1 + t(22) %x*% z2; Ep
[,1]

[1,] 17.47039

Ep — X 4=2 (11.29)

> 1-pchisq(Ep,2*p)
[1,] 0.001565663
Identyczne wyniki otrzymamy wykonujac ponizszg komende.

> normality.test1(X)

[1] "sk"

[1] 0.1031751 1.2159276
[1] " k"

[1] 3.804592 4.434317
[1] "rtb1"

[1] 0.09959901 1.14396118
[1] "p2"

[1] 3.872623 4.324673
[1] "=z1"

[1] 0.3200522 3.1503286
[1] "z2"

[1] 2.145361 -1.685471

[1] "HO: data do not have skewness"

[1] "pvalsk"

[1] 0.748928767 0.001630869

[1] "HO: data do not have negative skewness"
[1] "pskneg"
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[1] 0.6255356 0.9991846

[1] "HO: data do not have positive skewness"
[1] "pskpos"

[1] 0.3744643837 0.0008154347

[1] "HO: data do not have kurtosis"

[1] "pvalk"

[1] 0.03192402 0.09189779

[1] "HO: data do not have negative kurtosis"
[1] "pkneg"

[1] 0.9840380 0.0459489

[1] "HO: data do not have positive kurtosis"
[1] "pkpos"

[1] 0.01596201 0.95405110

[1] "HO: data are normally distributed"

(1] "Ep"

[,1]
[1,]1 17.47039
[1] "dof"
[1] 4
[1] "sig.Ep"

[,1]
[1,] 0.001565663
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Wartosé p —value = 0, 001565663 jest mniejsza od o = 0,05, a wiec nalezy odrzucié¢
hipoteze zerows zakladajaca wielowymiarowy rozktad normalny macierzy X. War-
to zwrdci¢ uwage na wysoki wskaznik skosnosci (1,2159276) dla drugiej zmiennej

(szerokosé¢ platka) co moze sugerowaé prawostronna sko$nosé rozkladu.

> library(mvnormtest)
> mshapiro.test (t(X))

Shapiro-Wilk normality test

data: Z
W = 0.8549, p-value = 2.108e-05

Na podstwie wielowymiarowego testu Shapiro-Wilka takze nalezy odrzci¢ hipoteze

zerowq zakltadajaca dwuwymiarowy rozktad normalny macierzy X.

histogram:
par(bg="lightgoldenrodyellouw")

u=par ("usr"
rect(ul1]l, ul3], ul2], ul4], col="white")
par (new=plot)

lines(density(X[,1]),1wd=3,col="pink4")

bozplot:
par(bg="lightgoldenrodyellow")

VVVHYV VYV VYV VVVSH

u=par ("usr"

hist(X[,1],prob=F,axes=F,xlab="",ylab="",6main="", col="white")

hist(X[,1],prob=T,main="",border="white",col="pink") ;box ()

curve (dnorm(x,mean(X[,1]),sd(X[,1]1)),add=T,1ty=2,col="darkred")

boxplot(X[,1],axes=F,xlab="",ylab="" ,main="", col="white")
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> rect(ul1], ul3], ul2], ul4], col="white")

> par (new=plot)

> boxplot(X[,1],main="",border="pink4",col="pink")

> Gx=jitter(rep(1.3,length(X[,1])),factor=3)

> points(Gx,X[,1],pch=21,bg="1lightsalmon",col="1ightsalmon4")

0.6

0.4

Density

0.3
|
8
8

— @ @ooo oo

0.2

0.1

X[, 2]

Rysunek 11.5: Szeroko$¢ ptatka. Rysunek 11.6: Szerokoé¢ platka.

W celu porownania obu wielowymiaroych testéw normalnosci obliczymy ich moc.

# moc wielowymiarowego testu Doornika-Hansena:
statP= NULL
> for (i in 1:10000) {
R1= matrix(c(sample(R[,1],n,T),sample(R[,2],n,T)),n,2)
z1= matrix(£1(R1))
z2= matrix(£2(R1))
Ep= t(z1) %*% z1 + t(=22) %*) z2
statP[i] = 1-pchisq(Ep, 2*p)
}
> mean(statP< 0.05)
[1] 0.8908
# moc wrelowymiarowego testu Shapiro-Wilka:
> statP= NULL
> for (i in 1:10000) {
X1= t(matrix(c(sample(X[,1],n,T),sample(X[,2],n,T)),n,2))
statP[i] = mshapiro.test(X1)$p.value
}
> mean(statP< 0.05)
[1] 0.8156

\4

Tym razem okazalo sie, ze wigksza moc ma wielowymiarowy test Doornika-Hansena
niz wielowymiarowy test Shapiro-Wilka. Réznica miedzy moca obu testéw nie jest
zbyt wysoka i wynosi 0, 0752.

Kolejng grupa testow jaka przedstawimy to takie ktore badajg wielowymiarows
normalno$¢ w oparciu o wielowymiarowy parametr skosnosci lub kurtozy. Jednym z
takich testéw jest procedura zaproponowana przez Kanti V. Mardie. Obliczenia dla
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tego testu sa przedstawione ponizej.

1
Jy=|
1
> Jn= matrix(1l, n)
I,
> In= matrix(0, n, n)
> diag(In)= 1
dll . dpl
Dpxn:
dip, oy

>Q=In - 1/n * Jn %% t(Jn)
X= as.matrix(X)
> D= Q %*% X %% solve(var(X)) %*% t(X) %x% Q

\4

Parametr wielowymiarowej sko$nosci:
1 n n
5 _ 3
S=hyya,
p=1n=1

> S_hat= 1/(n"2) * sum(D"3); S_hat
[1] 1.42242

Statystyka testu:

> kappal= (n * S_hat)/6; kappal
[1] 11.8535

2
K1 7 Xdf=p(p+1)(p+2)/6

> df=p*(p+1)*(p+2)/6; df
(1] 4

> 1-pchisq(kappal,df)
[1] 0.01847459

Parametr wielowymiarowej kurtozy:
A 12 9
Ky = E;E:‘%m
p=1

> K_hat= 1/n * sum(diag(D)"~2); K_hat
[1] 9.305538

122
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(11.34)

(11.35)

(11.36)
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Statystyka testu:

Ky — 2
= B PP +2) (11.37)
8p(p +2/n)
> kappa2= (K_hat-p*(p+2)) / (8xp*(p+2)/n)~0.5; kappa?2
[1] 1.153943
ke — N(0,1) (11.38)

> 2x(1-pnorm(abs (kappa2)))
[1] 0.2485234

Wykorzystujac funkcje mult.norm(QuantPsyc) mamy mozliwosé uzyskaé jednocze-
$nie wszystkie wartosci, ktore zostaly obliczone powyzej.

> library(QuantPsyc)
# wielowymiarowy test Mardii w oparciu o skosnosé 1 kurtoze:
> mult.norm(X)$mult.test
Beta-hat kappa p-val
Skewness 1.422420 11.853500 0.01847459
Kurtosis 9.305538 1.153943 0.24852335

W programie R sg dostepne takze inne funkcje umozliwiajace badanie wielowy-
miarowej normalnosci w oparciu o parametr skosnosci mvnorm. skew.test (ICS) lub
kurtozy mvnorm.kur.test (ICS)

> library(ICS)
# wielowymiarowy test w oparciu o skosnoSé:
> mvnorm.skew.test (X)

Multivariate Normality Test Based on Skewness

data: X

U = 8.2428, df = 2, p-value = 0.01622

# wielowymiarowy test w oparciu o kurtoze:
> mvnorm.kur.test (X)

Multivariate Normality Test Based on Kurtosis

data: X
W=4.6747, wi = 1.5, df1 = 2.0, w2 = 2.0, df2 = 1.0, p-value = 0.421

Badajac wielowymiarowy rozklad macierzy X w oparciu o parametr sko$nosci nalezy

odrzucié¢ hipoteze zerowa (na poziomie istotnosci o = 0, 05), ktéra zaklada rozktad

normalny. Wartosci p — value sa réwne 0, 01847 (test Mardii) oraz 0,01622. Z kolei

na podstawie testu kurtozy p —value wynosza: 0, 2485 (test Mardii) i 0, 421, a zatem

brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej na poziomie istotnosci a = 0, 05.
Moc testow skosnosci:

# moc wielowymiarowego testu skosnosct (Mardia test):
> statP= NULL
> for (i in 1:10000) {
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+ X1= matrix(c(sample(X[,1],n,T),sample(X[,2],50,T)),n,2)
+ statP[i] = mult.norm(X1)$mult.test[1,3]

+}

> mean(statP< 0.05)

[1] 0.7239

# moc wielowymiarowego testu skosnosci:

> statP= NULL

> for (i in 1:10000) {

+ X1= matrix(c(sample(X[,1],n,T),sample(X[,2],50,T)),n,2)
+ statP[i] = mvnorm.skew.test(X1)$p.value

+ }

> mean(statP< 0.05)

[1] 0.6991

Moc testow kurtozy:

# moc wielowymiarowego testu kurtozy (Mardia test):

> statP= NULL

> for (i in 1:10000) {

+ X1= matrix(c(sample(X[,1],n,T),sample(X[,2],50,T)),n,2)
+ statP[i] = mult.norm(X1)$mult.test[2,3]

+ }

> mean(statP< 0.05)

[1] 0.2288

# moc wielowymiarowego testu kurtozy:

> statP= NULL

> for (i in 1:10000) {

+ X1= matrix(c(sample(X[,1],n,T),sample(X[,2],50,T)),n,2)
+ statP[i] = mvnorm.kur.test(X1)$p.value

+}

> mean(statP< 0.05)

[1] 0.2786

Na koniec przedstawimy kilka dwuwymiarowych wykresow gestosci macierzy X
za pomoca ponizszych komend:

# przygotowanie zmiennych:
> library (MASS)
> x= kde2d (X[,1]1,X[,2])%x; y= kde2d(X[,1],X[,2])8y; z=kde2d(X[,1],X[,2])$z

# kolory:

> jet.colors= colorRampPalette(

c("blue", "cyan", "green", "yellow", "orange", "red") )

> nrz= nrow(z); ncz= ncol(z)

> nbcol= 100

> color= jet.colors(nbcol)

> zfacet= z[-1, -1] + z[-1, -ncz] + z[-nrz, -1] + z[-nrz, -ncz]
> facetcol= cut(zfacet, nbcol)

# wykresy - gestosé empiryczna:

> persp(x,y,z, expand= 0.5, col= color[facetcol],xlab= "dtugos¢ ptatka",
ylab= "szerokos¢ ptatka",zlab= "gestosc¢",theta= 210, phi= 30)

> persp(x,y,z, expand= 0.5, col= color[facetcol],xlab= "dtugos¢ ptatka",
ylab= "szerokos¢ platka",zlab= "gestosc¢",theta= 120, phi= 30)
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Rysunek 11.7: Gestos¢ empiryczna. Rysunek 11.8: Gestos¢ empiryczna.

# tzw. mapy ciepla - gestosSé empiryczna:

> persp(x,y,z, expand = 0.5, col = color[facetcol],xlab= "dtugosé ptatka",
ylab= "szerokos¢ ptatka",zlab= "gestosSc¢",theta= 90, phi= 90)

> persp(x,y,z, expand = 0.5, col = color[facetcol],xlab= "dtugos¢ ptatka",
ylab= "szerokos¢ ptatka",zlab= "gestosé",theta= 180, phi= 90)

exetd osobnip
|

eyreid 9S0%0192S

szeroko$¢ ptatka diugos¢ ptatka

Rysunek 11.9: Gestosé empiryczna. Rysunek 11.10: Gestosé empiryczna.

Mozemy rowniez przedstawi¢ wykresy gestosci dwuwymiarowego rozktadu normal-
nego o okreslonych parametrach obliczonych na podstawie macierzy X.

> mul= mean(X[,1]) # Srednia dla X[, 1]

> mu2= mean(X[,2]) Srednia dla X[,2]

> sl1= var(X[,1]) wariancja dla X[, 1]

> s12= cov(X[,1],X[,2]) kowariancja dla X[,1] < X[,2]
> s22= var(X[,2]) wariancja dla X[,2]

> rho= cor(X) [1,2] korelacja miedzy X[,1] % X[,2]
>

>

>

{

H oW R R R

x1= seq(1,2,length=41) # zakres o0st T
x2= seq(0,1,length=41) # zakres 0si y
f= function(xl,x2)

terml= 1/(2*pi*sqrt(s11*s22*(1-rho~2)))
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term2= -1/(2*%(1-rho~2))

term3= (x1-mul)~2/s11l

termd4= (x2-mu2)"2/s22

termb= -2xrhox((x1-mul)*(x2-mu2))/(sqrt(sll)*sqrt(s22))

terml*exp (term2* (term3+term4-term5))

}

> z= outer(x1,x2,f)

> persp(x1,x2,z, expand= 0.5, col= color[facetcol], xlab="dtugos¢ ptatka",
ylab= "szerokos¢ ptatka",zlab= "gestosc¢",theta= 120, phi= 30)

> persp(x1,x2,z, expand= 0.5, col= color[facetcol], xlab="dtugos¢ ptatka",
ylab= "szerokos¢ ptatka",zlab= "gestos¢",theta= 90, phi= 90)
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Rysunek 11.11: Gestosé teoretyczna. Rysunek 11.12: Gestosé teoretyczna.

W Srodowisku R dostepnych jest jeszcze wiele innych testéw badajacych nor-
malnos¢ zmiennych. Wymienimy niektore z nich: wielowymiarowy test Doornika-
Hansena — DH. test (asbio) ,Energy test — mvnorm.etest (energy), Shapiro-Francia
—mvsf (mvsf). Warto takze wspomnie¢ o gtadkim tescie adaptacyjnym Neymana, za
pomoca ktorego mamy mozliwo$é¢ zbadania czy wektor danych pochodzi z rozktadu
normalnego — ddst.norm. test (ddst), jednostajnego — ddst.unifrom.test (ddst),
wyktadniczego — ddst.exp.test(ddst) lub z rozkladu wartosci ekstremalnych —
ddst.extr.test(ddst).
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11.2 Testy asymptotyczne

W tym podrozdziale przedstawimy testy asymptotyczne asymp.test (asympTest),
ktore stanowia altenatywe dla takich testow jak: z. test (BSDA) oraz var.test(stats).
W celu przedstawienia tych testéw skorzystamy ze zbioru danych, ktéry dotyczy sku-
tecznosci leczenia niewydolnosci serca z rytmem zatokowym u 6800 pacjentow.

> library(asympTest)
> data(DIGdata)

7 catego zbioru danych DIGdata wyodrebnimy dwie zmienne: DIABP — cisnienie roz-
kurczliwe oraz zmienna grupujaca TRTMT — leczenie (0 — placebo, 1 — lek).

> t= data.frame(diabp= DIGdata$DIABP, 1= DIGdata$TRTMT)
> length(which(is.na(t)))
[1] 5

Poniewaz nasz zbiér danych zawiera pie¢ obserwacji brakujacych, zastapimy je war-
toscia mediany.

> library(el1071)

> t= e1071::impute(t,"median")

> t= as.data.frame(t)

Na podstawie danych zawartych w tabeli t mozemy podda¢ weryfikacji nastepujace
hipotezy:
1. Jedna $renia:
Hy: p=po Ho: p < o Ho: p 2> po
lub lub

Hy: p# po Hy:op> o Hyoop <o
Zweryfikujemy hipoteze zerowa ktéra zaklada, ze $rednie cisnienie rozkurczowe (u
pacjentéw ktérym podano placebo) wynosi 75 mmHg.

Hy: p=75mmHg
Hy: p+# 75 mmHg

W pierwszej kolejnosci obliczymy btad dla $reniej wedtug wzoru:

v
Ga(@) =1/ 2 (z) (11.39)
n
gdzie: s2(z) = L= Y (2 — 7)%
> seMean(diabp[1==0])
[1] 0.1894600
Statystyka testu: -
§=2"H0 L A0,1) (11.40)
oa(Z)

> S= (mean(diabp[1==0])-75) / seMean(diabp[1==0])
> 8

[1] -0.4622072

# p-value dla HO: u=!75:

> 2x(1-pnorm(abs(S)))

[1] 0.6439328
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95% przedzial ufnosci dla $redniej:

T — 20,025 ° OA'A(i’) < <ZT+ 20,025 5',4([2‘) (1141)

# dolny przedzial ufnoscse:

> mean(diabp[1==0])+qnorm(.025) *seMean (diabp [1==0])
[1] 74.5411

# gorny przedzial ufnoscai:

> mean(diabp[1==0])-qnorm(.025)*seMean (diabp[1==0])
[1] 75.28377

A teraz zastosujemy gotows funkcje:

> asymp.test(diabp[1==0] ,par="mean",conf.level=.95,alt="two.sided" ,ref=75)
One-sample asymptotic mean test

data: diabp[l == 0]
statistic = -0.4622, p-value = 0.6439
alternative hypothesis: true mean is not equal to 75
95 percent confidence interval:
74.54110 75.28377
sample estimates:
mean
74.91243

Zatem mozemy przyjaé, ze srednie ci$nienie krwi (u pacjentéw ktérym podano pla-
cebo) wynosi 75 mmHg.
Weryfikacja hipotezy Hy : 4 = 75 mmHg dla pacjentow ktérym podano lek:
> asymp.test(diabp[l==1],par="mean",ref=75)$statistic # statystyka testu
statistic
-0.5417299
> asymp.test(diabp[l==1],par="mean",ref=75)3%p.value # p-value
[1] 0.5880046

Dla pacjentow ktorym podano lek, takze mozna przyjaé, ze Srednie cidnienie krwi
wynosi 75 mmHg.
2. Réznica dwoéch $rednich:

Hol du:do H()I d#<d0 HoZ du>d0
H: do#dy " H:odo>de ™ H: od,<do

Sprawdzmy, czy roéznica $rednich jest rowna 0 mmHg.

Hy: d, =0 mmHg
Hy,: d,# 0 mmHg

Btad dla réznicy $rednich:

oaldz) = \l o +p T o) (11.42)
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> seDMean(diabp[1==0], diabp[l==1], rho=1)
[1] 0.2731128

Statystyka testu:
dz — dy

Ga(dz)

> asymp.test(diabp[1==0],diabp[l==1],par="dMean",ref=0)

S = — N(0,1) (11.43)

Two-sample asymptotic difference of means test

data: diabp[l == 0] and diabp[l == 1]
statistic = 0.0695, p-value = 0.9446
alternative hypothesis: true difference of means is not equal to O
95 percent confidence interval:
-0.5162964 0.5542861
sample estimates:
difference of means
0.01899482
3. lloraz dwoch $rednich:
Hy: r,=rg

Hy: r,<rg Hy: r,>rg

Hy: r,#rg lub Hy: r,>rg hub Hy: r, <rg
Sprawdzmy, czy iloraz dwoch érednich jest réwny 1:
Hy: r,=1
Hy: r,#1
Btad estymacji
1 £9( £9(
balra) = —— | ZE@) |y ) (11.44)
[zl \ ) ()
> seRMean(diabp[1==0], diabp[l==1])
[1] 0.003647165
Statystyka
s — 7o
S == — N(0,1 11.45
N0 (11.45)

> asymp.test(diabp[1==0],diabp[l==1],par="rMean",ref=1)
Two-sample asymptotic ratio of means test

data: diabp[l == 0] and diabp[l == 1]
statistic = 0.0695, p-value = 0.9446
alternative hypothesis: true ratio of means is not equal to 1
95 percent confidence interval:
0.9931053 1.0074019
sample estimates:
ratio of means
1.000254
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Opcje testu asymp.test umozliwiaja takze weryfikacje hipotez statystycznych do-
tyczacych wariancji:
1. Jedna wariancja:
D g2 =2 S 52 < o2 S 02> o2
H, 02 Jg Iub Hy, 02.\‘03 Iub Hy 02,/ Ug
Hy: 0% # 0§ Hy: 0% > 0§ Hy: o0°<o§
Sprawdzmy, czy w grupie pacjentow ktéorym podano placebo wariancja jest réwna
120 mmHg:
Hy: 02 =120 mmHg
H,: 0% +# 120 mmHg

Btad estymacji:

n

((xZ —I)?— 52)2

oa(s?) = | = "D (11.46)
> seVar(diabp[1==0])
[1] 3.288122
Statystyka: ) )
S§° — O,
S="0 0,1 11.47
Ga(s?) — M) A

> asymp.test(diabp[1==0],par="var",ref=120)
One-sample asymptotic variance test

data: diabp[l == 0]
statistic = 0.6542, p-value = 0.513
alternative hypothesis: true variance is not equal to 120
95 percent confidence interval:
115.7065 128.5957
sample estimates:
variance
122.1511

Teraz powtorzymy ten sam test dla grupy pacjentow ktorym podano lek:

> asymp.test(diabp[l==1],par="var",ref=120)
One-sample asymptotic variance test

data: diabp[l == 1]
statistic = 2.2467, p-value = 0.02466
alternative hypothesis: true variance is not equal to 120
95 percent confidence interval:
121.4609 141.4362
sample estimates:
variance
131.4486
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2. Réznica dwbch wariancji:

H()i dUQZd(] H()I d02<d0 H()I d‘72>d0
H; d02 7é d() ub H;: d02 > d() ub H; d02 < d()

Btad estymacji:

n 2 n 2
> (@i = 20)? = s20)) z (2 = 29)* = %)
oade) = | = + p? - = (11.48)
nay - (nay —1) ne) - (ne) —1)
> seDVar(diabp[1==0] ,diabp[1l==1])
[1] 6.06459
Statystyka:
g=d2 by (11.49)
© 6a(dy) ’ '

> asymp.test(diabp[1==0],diabp[l==1],par="dVar",ref=0)$statistic
statistic

-1.533085

> asymp.test(diabp[1==0],diabp[l==1],par="dVar",ref=0)3$p.value
[1] 0.1252548

3. lloraz dwoch wariancji.

Hy: ro2=mr9 Hy: r.2<rg Hy: ro22>2179

Hy: ro2#rg ub Hi: ro2e>nrg ub Hi: roe<nrg
Btad estymacji:
- =22\ - = 2 2\
- 1 Zl((l“z—%)) —52m)) ) Zl((:ci—x@)) — 522))
Oalrg) = = + 7 - =
s°2) nay - () = 1) 2 ne - (e — 1)
(11.50)
> seRVar (diabp[1==0],diabp[1l==1])
[1] 0.04385778
Statystyka:
Ts2 — 7o
S == — N(0,1 11.51
SN (1151)

> asymp.test(diabp[1==0],diabp[l==1],par="rVar",ref=1)$statistic
statistic

-1.612743

> asymp.test(diabp[1==0],diabp[l==1],par="rVar",ref=1)3$p.value
[1] 0.1068003



Rozdziat 11. Przeglad wybranych testow statystycznych 132

11.3 Testy dla proporcji

Do prezentacji testow proporcji zostang wykorzystane dane ktore sa dostepne na
stronie internetowej GUS. Dotyczg one liczby ludno$ci w wojewddztwie todzkim w
2009 r. z podzialem na powiaty (rys. 11.13) oraz grupy wiekowe i pteé¢ (rys. 11.14).

vV V V V

H*

#
>

"4.
II2.

"4
"3

Hl.
"1.

"1
#

O [0% — 3%) N
1 [3% - 6%) kutnowski
= [6% — 9%)
B 9% i wiecej

3.1%
opoczynski

radomszczanskKi

Rysunek 11.13: Struktura liczby ludnosci w wojewddztwie 16dzkim w 2009r.

Rysunek 11.13 zostal wygenerowany za pomoca nastepujacego kodu:

library (maptools)

library("classInt")

library("RColorBrewer")
pow=readShapePoly(’/home/.../POL_adm2.shp’,
proj4string=CRS("+proj=longlat+ellps=clrk80"))

udziat

procentowy ludnodci w poszczegolnych powiatach:

zmienna=c(6.4, 4.4, 1.2, 4.0, 2.0, 2.1, 29.2, 2.6, 3.2, 3.1, 4.7,

2.1, 3.

6, 3.1, 1.6, 4.6, 1.9, 4.7, 1.5, 1.9, 4.7, 3.1, 1.7, 2.7)

etykiety:
NAM=c("6.4% \n zgierski","4.4% \n beichatowski","1.2%, \n brzezinski",

0% \n
6% \n
7% \n
.1% \n
9% \n
9% \n
.7% \n

kolory:

kutnowski","2.0% \n faski","2.1% \n teczycki","29.2% \n EODZ",
16dzki wsch.","3.2% \n towicki","3.1% \n opoczyiski",
pabianicki","2.1% \n pajeczanski","3.6% \n piotrkowski",
PIOTRKOW \n TRYB.","1.6Y% \n poddebicki","4.6% \n radomszczarski",
rawski","4.7% \n sieradzki","1.5% \n skierniewicki",
SKIERNIEWICE","4.7% \n tomaszowski","3.1% \n wielusiski",
wieruszowski","2.7% \n zduiiskowolski")

> przedzialy=4
> kolory=brewer.pal (przedzialy, "Greens")
> klasy=classIntervals(zmienna,przedzialy,style="fixed",
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fixedBreaks=c(0, 3, 6, 9, 30))

> tabela.kolorow=findColours(klasy,kolory)

# rysunek:

> plot(pow[c(136,224:246),],col=tabela.kolorow,main="w")

> wsp=coordinates (pow[c(136,224:246),]) ; colnames (wsp)=c("cx","cy")

> C=rep(c("black","blue","black","blue","black","blue","black"),
c(6,1,6,1,5,1,4))

> pointLabel (wsp,NAM, cex=.6,col=C,font=2)

> legend("topleft",c("[0% - 3%)", "[3%h - 6%)","[6% - 9%)","9% i wiecej"),
fill=attr(tabela.kolorow,"palette"),cex=1,bty="n"

Ponizej zostaty przedstawione dane dotyczace liczby oséb w wojewodztwie 1odzkim
w 2009 r. W tym podziale zostata uwzgledniona réwniez struktura wiekowa.

> K=c(58548, 53251, 61402, 76522, 89106, 102074, 96932, 85084, 76663,
81355, 107911, 107430, 90269, 57402, 185898)

> M=c(61951, 56582, 64722, 80317, 92346, 106389, 100261, 87159, 75991,
84553, 99678, 92989, 72334, 41261, 95452)

> w=data.frame(K, M)

> rownames(w)=c(’0-4’,°5-97,°10-14’,°15-19°,°20-24°,°25-29°,°30-34",
’35-39’,°40-44’,°45-49°,°50-54,°55-59°,°60-64’,°65-69’,°70 i wiecej’)

Za pomoca ponizszego kodu dane zawarte w tabeli w zostaty przedstawione na ry-
sunku 11.14.

> library(pyramid)

> pyramid(w, Llab="kobiety", Rlab="mezczyzni", Clab="wiek",
Laxis=seq(0,200000,len=5), AxisFM="d", AxisBM=".",
Lcol="orange", Rcol="red4", Csize=1, Cadj=-0.01)

kobiety wiek mezczyzni
70 i wiecej :

65-69
60-64
55-59
50-54

: 45-49
: 40-44
: 35-39

i 30-34
| 25-29
: 20-24
15-19
10-14
5-9
F + + 0_4
200.000  150.000  100.000  50.000 0 0

50.000 100.000 150.000  200.000

Rysunek 11.14: Liczebnosci w poszczegdlnych grupach wiekowych z podziatem na plec.

Na podstawie danych zamieszczonych w tabeli w mozemy sadzi¢, ze odsetek ko-
biet i mezczyzn w grupie wiekowej 40-44 lat moze wynosi¢ po 50% (rys. 11.15).

> wl9,]
K M
40-44 76663 75991
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> par(mar=c(5,5,4,2)+0.1)

> barplot(t(prop.table(as.matrix(w),1)) ,horiz=T,las=1,
col=c("orange","red4"))

> legend(’right’ ,bg="white",fill=c(’orange’,’red4’),c(’k’,’m’))

70 i wiecej
65-69
60-64
55-59
50-54
45-49
40-44
35-39
30-34
25-29
20-24 |
15-19 |

10-14 |

I
I
[

5-9
0-4

T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Rysunek 11.15: Prezentacja proporcji w poszczegdlnych grupach wiekowych.

A zatem sprawdzmy czy te proporcje sg rowne. Hipotezy testowe beda nastepu-
jacej postaci:
HO :

p=20,9
Hi: p#0,5

S

Y

Estymacja badanej proporcji:

s[3

p= (11.52)

gdzie m - liczba kobiet oraz n - liczba wszystkich oséb w grupie wiekowej 40-44.

> m= 76663; n= 76663+75991
> hp= m/n
[1] 0.5022011

Prawdopodobienstwo badania:

> (j;)pmu oy (11.53)

(2

> (1-pbinom(m-1,n,.5))*2
[1] 0.08590797

Na podstawie otrzymanego wyniku mozemy stwierdzi¢, ze brak jest podstaw do
odrzucenia hipotezy zerowej. Tak wiec na poziomie istotnosci a = 0, 05 przyjmujemy,
ze proporcje w grupie wiekowej 40-44 lat wynosza po 50%.
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Przedzial ufnosci Cloppera-Pearsona:
— z wykorzystaniem kwantyli rozktadu F:

—1 —1
n—m+41 n—m
1+ Co {1+ 11.54
( m - Fas2, 2m, 2(nm+1)> ( (m+1) - Fi_as2, 2(m+1), 2(nm)> ( )

> c( 1/(1+(n-m+1)/ (m*qf (0.05/2,2%m, 2% (n-m+1)))),
1/ (1+(n-m)/ ((m+1) *qf (1-0.05/2,2* (m+1) ,2*(n-m)))) )
[1] 0.4996896 0.5047125

— 7z wykorzystaniem kwantyli rozktadu B:
Bi—(1—a))/2, m, n-m+1>  Bli+(1-a)]/2, m+1, n—m (11.55)

> c( gbeta((1-(1-0.05))/2,m,n-m+1), gbeta((1+(1-0.05))/2,m+1,n-m) )
[1] 0.4996896 0.5047125

Wszystkie powyzsze obliczenia otrzymamy wykonujac ponizsza komende — test dla
jednej proporcji:

> binom.test(m, n, p=0.5)
Exact binomial test

data: 76663 and sum(76663, 75991)
number of successes = 76663, number of trials = 152654, p-value =
0.0859
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.5
95 percent confidence interval:
0.4996896 0.5047125
sample estimates:
probability of success
0.5022011

Powyzszy test warto stosowa¢ w przypadku gdy dysponujemy matymi liczebnoscia-
mi. Natomiast gdy nasze liczebnosci sg duze mozemy wykorzysta¢ inng procedure.
Jest ona przedstawiona ponizej.

Statystyka testu bez korekty:

. 2
2 p‘P) 2
2 == — Xaf— (11.56)
(Up(l) =

p1(1=p1)
n

gdzie: 5’p(1) =

> prop.test(m, n, correct=F)$statistic
X-squared
2.958219

Przedzial ufnosci Wilsona:

m 4+ 22 22 m+ 22 22
n—i—z?_zwp(l_p)—i_%’ n+22+z\/p1— —1—— (11.57)

gdzie: 2 = z1_q )2
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> prop.test(m, n, correct=F)$conf.int
[1] 0.4996928 0.5047092
attr(,"conf.level")

[1] 0.95

Ponizej przedstawiamy wyniki otrzymane za pomoca komendy prop.test:

> prop.test(m, n, correct=F)
1-sample proportions test without continuity correction

data: m out of n, null probability 0.5
X-squared = 2.9582, df = 1, p-value = 0.08544
alternative hypothesis: true p is not equal to 0.5
95 percent confidence interval:

0.4996928 0.5047092

sample estimates:

p
0.5022011

Gdy pominiemy argument correct=F to otrzymamy wyniki testu z korekta. Opcja
correct=T jest stosowana domyslnie.
Statystyka z korekta:

1

N 1.1 2
2= (M?n) — (11.58)
Op(1)

> prop.test(m, n, correct=T)$statistic
X-squared

2.949422

> prop.test(m, n, correct=T)$p.value
[1] 0.0859083

Wisrodowisku R jest dostepnych jeszcze wiele innych przedziatow ufnosci dla
jednej proporcji. Wymienimy niektére z nich:
e przedziat ufnosci Jeffreysa:

Baj2, mi1j2, n-mi1/2,  Bi-aj2, m+1/2, n-m+1/2 (11.59)

> c( gbeta(0.05/2,m+1/2,n-m+0.5), gbeta(1-0.05/2,m+0.5,n-m+0.5) )
[1] 0.4996928 0.5047092

e przedzial ufnosci (asymptotyczny) Walda:

. (1l —p ) 51 — b
p'—'Zla/Q\/p<TL‘p>7 P+ 21-a/2 p(TLJp) (11.60)

> c(hp-gnorm(1-0.05/2) *sqrt (hp*(1-hp) /n),
hp+gnorm(1-0.05/2)*sqrt (hp* (1-hp)/n))
[1] 0.4996929 0.5047092
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e przedziat ufnosci Agresti-Coull:

§ p(l—p g p(l—p
P — Z1-a/2 <fl>, p-+—z1,a/2 (fi) (11.61)

m+za/2/2
n+(za/2)2

gdzie: p = oraz M =n-+ zi_q/2

> cp=(m+(qnorm(1-0.05/2)"2)/2)/(n+gqnorm(1-0.05/2)~2)

> cn=n+qnorm(1-0.05/2) "2

> c(cp-gnorm(1-0.05/2)*sqrt ((cp*(1-cp))/cn),
cp+qnorm(1-0.05/2) *sqrt ((cp*(1-cp))/cn))

[1] 0.4996928 0.5047092

e przedziat ufnosci arcsine:

2 2
sin <arcsin VP — Z;:;;) ., sin (arcsin VD + Z;I;?) (11.62)
s = 20

> cp= (m+0.375)/(n+0.75)

> c(sin(asin(sqrt(cp))+gnorm(1-0.05/2)/(2xsqrt(n))) "2,
sin(asin(sqrt(cp))-qnorm(1-0.05/2)/(2*sqrt(n))) ~2)

[1] 0.5047092 0.4996928

e przedzial ufnosci logit:

€xp </\ — Z1—a/2 m(nn_m)> exp </\ + “l-a/24/ m(nn—m)>

, (11.63)
1 —exp ()\ — Zl—a/2, /m(n”_m)) 1—exp ()\ + Z1—a/2 m(n"_m)>
gdzie: A = In "

> 1= log(m/(n-m))

> c(exp(l-gnorm(1-0.05/2)*sqrt (n/ (m*(n-m))))/
(1+exp(l-gnorm(1-0.05/2) *sqrt (n/ (m*x(n-m))))),
exp (1+gnorm(1-0.05/2) *sqrt (n/ (m* (n-m))))/
(1+exp(l+gnorm(1-0.05/2) *sqrt (n/ (m*(n-m))))))

[1] 0.4996928 0.5047092

Wszystkie oméwione powyzej przedzialy ufnosci (oraz kilka innych przedziatéw)
mozemy wyznaczy¢ dzieki funkcji binomCI (MKmisc):

> library(MKmisc)

# przedziat ufnosci logit:

> binomCI(m, n, method= "logit")
$estimate

[1] 0.5022011

$CI

[1] 0.4996928 0.5047092
attr(,"confidence level")

[1] 0.95
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# przedziat ufnosci Wittinga:

> binomCI(m, n, method= "witting", rand=231)
$estimate

[1] 0.5022011

$CI

[1] 0.5000651 0.5043002

attr(,"confidence level")

[1] 0.95

W tej czesci opracowania przedstawimy testy dla dwoch proporcji. Rozwazane
hipotezy oraz wzory dotyczace omawianego testu (bez korekty i z korekta) sa przed-
stawione ponize].

Hy: pr—p2=0 b Hy: p1=ps
Hy: Pl—pQ?éO Hy pl?épz

Statystyka testu bez korekty:

52 — ((131 —]52) - (pl —p2)> . XZf:l (11.64)

~

Op(1,2)

ni+ng ni+nz

gdzie: p(1,2) = \/mﬁm’z (1 - w) (L + L)

Przedzial ufnosci:

P1— D2 — Z1—a/2 " Op(1-2); D1 — P2+ Zi—a/2 * Op(1-2) (11.65)

gdzie: op(1-2) = \/ﬁl(l_ﬁl) 4 Pall=po)
- ni ng
Do przeprowadzenia testu wykorzystamy dane dotyczace odsetka kobiet mieszka-
jacych w dwoch powiatach: piotrkowskim i miescie na prawach powiatu Piotrkowie

Trybunalskim w grupie wiekowej: 70 lat i wiecej - rys. 11.16.

# liczba kobiet w grupie wiekowej: 70 lat 7 wiecej:
> k70 =c(10951,5295,1970,7178,3464,3980,64883,4096,5887,5361,8865,

3856,6262,4922,3024,8276,3200,7734,3081,2676,8679,5521,2557,4180)
# liczba kobiet 7 mezczyzn w grupie wiekowej: 70 lat 7 wiecej:
k700 =c(16740,8196,3073,10922,5351,6282,94438,6296,9142,8291,13402,
6061,9697,7556,4835,12883,5050,12129,4859,4140,13147,8345,3990,6525)
tabela:
d= data.frame(k70,k700)
nazwy rownan tabels:
rownames (d)= c(’zgierski’,’betchatowski’,’brzezifiski’, ’kutnowski’,
’laski’,’lgczycki’,’EODZ’,’lédzki wsch.’,’*owicki’, ’opoczynski’,
’pabianicki’,’pajgczaﬁski’,’piotrkowski’,’PIOTRKﬁW TRYB.’, ’poddebicki’,
’radomszczanski’,’rawski’, ’sieradzki’,’skierniewicki’,’SKIERNIEWICE’ ,
’tomaszowski’,’wielufiski’,’wieruszowski’, ’zdufiskowolski’)
# wybor dwéch badanych powiatow:
> d2=d[13:14,]; d2

k70 k700

piotrkowski 6262 9697
PIOTRKOW TRYB. 4922 7556

\4

V % V %
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# test dla dwéch proporcjt:
> prop.test(d2[,1],d2[,2],correct=F)

2-sample test for equality of proportions without continuity
correction

data: d2[, 1] out of d2[, 2]
X-squared = 0.5916, df = 1, p-value = 0.4418
alternative hypothesis: two.sided
95 percent confidence interval:
-0.01999111 0.00871886
sample estimates:
prop 1 prop 2
0.6457667 0.6514029

Statystyka z korekta:

2 (|]51—]52|—§(n11+n12)—(171—p2)>

2

22 = R — Xar—1 (11.66)
Ip(1,2)

Przedzial ufnosci:

[P1 — Dol 1<1+1) 5 D A|+1<1+1> 5

— ——|— 4+ — ) z1_a/2 " Op1-2), — — | — 4+ — ) Z1_a/2 " Opa1—

P1— D2 2 \ny " g 1—a/2 * Op(1-2) P1— D2 2\ g 1—a/2 " Op(1-2)
(11.67)

> prop.test(d2[,1],d2[,2])

2-sample test for equality of proportions with continuity
correction

data: d2[, 1] out of d2[, 2]
X-squared = 0.5672, df = 1, p-value = 0.4514
alternative hypothesis: two.sided
95 percent confidence interval:
-0.020108848 0.008836595
sample estimates:

prop 1 prop 2
0.6457667 0.6514029

Na poziomie istotnosci o = 0,05 brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy ze-
rowej. Zatem nalezy stwierdzi¢, ze proporcje sa réwne.

Za pomocy funkcji prop.test(stats) mamy takze mozliwo$¢ przeprowadzaé
testy dla kilku proporcji. Tym razem sprawdzimy czy odsetki kobiet (w grupie wie-
kowej 70 lat i wiecej, mieszkajacych w powiatach: wielunskim, pabianickim oraz
tomaszowskim - rys. 11.16) sa takie same.

Ho: pr=pa=..=ps
H, : nie wszystkie proporcje sa rowne

Statystyka testu:

~ ~\ 2
bi—Pp
c:§:<A‘> — Xi—k—1 (11.68)
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k
gdzie: p = ™, = =™ G, =P dla i=1,2..k
# wybor trzech badanych powiatow:
> d3=d[c(11, 21, 22),]; d3
k70 k700
pabianicki 8865 13402
tomaszowski 8679 13147
wieluriski 5521 8345
# test dla trzech proporcji:
> prop.test(d3[,1],d3[,2])

3-sample test for equality of proportions without continuity
correction

data: d3[, 1] out of d3[, 2]
X-squared = 0.0686, df = 2, p-value = 0.9663
alternative hypothesis: two.sided
sample estimates:
prop 1 prop 2 prop 3
0.6614684 0.6601506 0.6615938

Takze i w tym przypadku brak jest podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. A
zatem (na poziomie istotnosci o = 0,05) mozna przyjaé, ze odsetki sg réwne.

O [62% — 64%)
O [64% — 66%)
=
=

65.7%
utnowski

[66% — 68%)
68% i wiecej

63.4%

YB'64.6%
piotrkowski

Rysunek 11.16: Wskazniki struktury liczby kobiet w grupie wiekowej 70 lat i wiecej.

Powyzszy rysunek zostal utworzony za pomocg nastepujacego kodu:

> pow=readShapePoly(’/.../POL_adm2.shp’,
proj4string=CRS("+proj=longlat+ellps=clrk80"))
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> NAM=c("65.4% \n zgierski","64.6% \n betchatowski","64.1% \n brzeziiski",
"65.7% \n kutnowski","64.7% \n taski","63.4% \n feczycki","68.7% \n EGDZ",
"65.1% \n 16dzki wsch.","64.4% \n towicki","64.7% \n opoczynski",
"66.1% \n pabianicki","63.6% \n pajeczanski","64.6% \n piotrkowski",
"65.1% \n PIOTRKOW \n TRYB.","62.5% \n poddebicki",
"64.2% \n radomszczanski","63.4% \n rawski","63.8% \n sieradzki",
"63.4% \n skierniewicki","64.6% \n SKIERNIEWICE","66.0% \n tomaszowski",
"66.2% \n wielunski","64.1% \n wieruszowski","64.1% \n zdunskowolski")
> zmienna=c(65.4, 64.6, 64.1, 65.7, 64.7, 63.4, 68.7, 65.1, 64.4, 64.7,
66.1, 63.6, 64.6, 65.1, 62.5, 64.2, 63.4, 63.8, 63.4, 64.6, 66.0, 66.2,
64.1, 64.1)
> przedzialy=4
kolory=brewer.pal (przedzialy, "Oranges")
klasy=classIntervals(zmienna,przedzialy,style="fixed",
fixedBreaks=c(62, 64, 66, 68, 70))
tabela.kolorow=findColours(klasy,kolory)
plot(pow[c(136,224:246),],col=tabela.kolorow,main="w"
wsp=coordinates (pow[c(136,224:246),]) ; colnames (wsp)=c("cx","cy")
C=rep(c("black","blue","black","blue","black","blue","black"),
c(6,1,6,1,5,1,4))
pointLabel (wsp,NAM, cex=.6,col=C,font=2)
> legend("topleft",c("[62% - 64%)", "[64}% - 66%)","[66% - 68%)",
"68% i wiecej"),fill=attr(tabela.kolorow,"palette"),cex=1,bty="n")

vV Vv

vV V V V

A\

Na zakonczenie warto podkresli¢, ze funkcje binom.test oraz prop.test maja
jeszcze kilka innych opcji:

e alternative —test lewostronny (alt="1less"), prawostronny (alt="greater")
oraz dwustronny (alt="two.sided").

e p — zalozona warto$¢ dla proporcji. Domyslna wartos¢ jest rowna 0

e conf.level — przedzial ufnosci. Domyslna wartosé¢ jest rowna 0.95.



Rozdzial 12

Przyktad analizy liczby
przestepstw w Polsce w 2009 r.

12.1 Wprowadzenie

Do analizy liczby przestepstw w Polsce wykorzystamy dane ktore sg dostepne w bazie
danych GUS. Tabela przedstawia liczbe przestepstw stwierdzonych w zakonczonych
postepowaniach przygotowawczych w 2009 roku.

> G

krym gosp zyc_zdr wol rodz_opie mien drog suma
16dzkie 49457 5870 1957 2765 3191 34622 12362 110224
mazowieckie 103680 14045 3496 4225 5041 81870 21876 234233
matopolskie 62488 11824 2496 4009 2751 47333 10330 141231
Slaskie 117557 19481 5050 6670 6853 93888 14934 264433
lubelskie 31104 4854 1604 1849 3086 22119 10011 74627
podkarpackie 23852 45561 1326 1597 1486 17535 7961 58308
podlaskie 16086 2561 1015 921 923 11940 5696 39142
Swietokrzyskie 18725 9108 879 921 1267 16267 6180 53347
lubuskie 22182 5506 1073 1628 1109 16262 7403 55163
wielkopolskie 66610 12425 2410 3818 3123 45119 15134 148639
zach.pomorskie 39012 5758 1435 2160 1099 30558 10900 90922
dolnoslaskie 77967 11169 2705 4498 3430 60385 15936 176090
opolskie 18582 2648 923 1421 1210 13896 5578 44258
kuj.pom 36815 10337 1396 1883 1669 33400 8931 94431
pomorskie 53998 26185 2437 3511 1723 46273 8341 142468
war .mazur 25482 4943 1506 1498 1805 19794 6575 61603
gdzie:

e krym — przestepstwa o charakterze kryminalnym,

e gosp — przestepstwa o charakterze gospodarczym,

e zyc_zdr — przestepstwa przeciwko zyciu i zdrowiu,

e wol — przestepstwa przeciwko wolnosci, wolnosci sumienia i wyznania, wolnosci

seksualnej i obyczjnosci,

142
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e rodz_opie — przestepstwa przeciwko rodzinie i opiece,
e mien — przestepstwa przeciwko mieniu,

e drog — przestepstwa drogowe.

Zanim przystapimy do analiz warto przeksztalci¢ tabele g w tabele kontyngencji.
Mozna to zrobi¢ w nastepujacy sposob:
> g=G[,-8]
> m=array (
c(gl,11,gl,2],gl,3],gl,4]1,gl[,5],g[,6]1,gl,71), # kolumny tabels

dim=c (length(gl[,1]) ,length(gl1,])), # liczba wierszy, kolumn
dimnames = list(

wojewédztwo=c (rownames(g)), # nazwy wierszy
przestepczosé=c(colnames(g)))) # nazwy kolumn

W pierwszej kolejnosci zbadamy czy wystepuje zaleznos¢ miedzy wojewddztwami a
rodzajem przestepstwa. Zrobimy to za pomoca testu niezaleznosci 2.
> library(vcd)

> assocstats(m)
X"2 df P(> X°2)

Likelihood Ratio 46183 90 0
Pearson 50592 90 0
Phi-Coefficient : 0.168
Contingency Coeff.: 0.166
Cramer’s V : 0.069

Wartosé p-value jest réwna 0. Zatem wystepuje pewna zaleznos¢ miedzy zmiennymi.
Do oceny sity tego zwigzku wykorzystamy wspotezynniki kontyngencji oraz Cramera.
Wynoszg one odpowiednio: 0, 166 i 0, 069 czyli badana zalezno$¢ nie jest zbyt wysoka.

12.2 Mapy

Gdy tabela kontyngencji jest do$é¢ sporych rozmiaréow, warto liczebnosci w niej wy-
stepujace przedstawi¢ za pomoca réznych funkcji graficznych. Jedng z mozliwosci
jest wykorzystanie komendy heatmap(stats) kréra rysuje tzw. ,mapa ciepta”.

> library("RColorBrewer")
> heatmap(as.matrix(g), Colv=NA, scale="column",
col= rev(brewer.pal(1l1,"Spectral")))

Na podstawie otrzymanej ,tzw. mapy ciepta” (rysunek 12.1) mozemy wyodrebnié
kilka grup wojewo6dztw. W sktad pierwszej z nich wchodza dwa wojewddztwa: Slaskie
i mazowieckie. Charakteryzuja sie¢ one duzymi liczebnosciami przestepstw. Kolejna
grupa to: wielkopolskie, matopolskie, pomorskie (duza liczenosé przestepstw gospo-
darczych), dolnoslaskie o sredniej przestepczosci. Ostatnia grupe stanowia gtow-
nie wojewodztwa ze wschodniej czesci kraju: podkarpackie, warminsko-mazurskie,
lubelskie, podlaskie, swietokrzyskie oraz lubuskie, zachodnio-pomorskie, todzkie,
kujawsko-pomorskie i opolskie. W tych wojewddztwach liczba przestepstw byta naj-
mniejsza.
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podkarpackie
lubuskie
war.mazur
lubelskie
opolskie
podlaskie
Swigtokrzyskie
kuj.pom
zach.pomorskie
todzkie

wielkopolskie

matopolskie
- pomorskie

dolnoslaskie

|: Slaskie
mazowieckie
E & 5 BT ¢ §5 9
£ s N % & E 3
> N
N g
Rysunek 12.1: Mapa ciepta.
> heatmap(as.matrix(t(g)), Colv=NA, scale="column",
col= rev(brewer.pal(ll,"Spectral")))
|: krym
mien
drog
gosp
wol
rodz_opie
zyc_zdr

2 2 L Q2 QL QL QYL LLYELS
O I i T R R B T R T - I
S 28 &3¢ 88 223385838 = 5 £
2 aw 9 &23v ¥ g a g wa T g
3 9 S § © <X 2 9o o o X ]
N A = 8 § g =
s E 8 2 L = 8
Rysunek 12.2: Mapa ciepta.

Po transformacji tabeli g i utworzeniu rysunku 12.2 nasuwaja sie kolejne wnioski. We
wszystkich wojewddztwach przestepstwa o charakterze kryminalnym oraz przeciw-
ko mieniu sg popekliane najczesciej. Natomiast najrzadziej przestepstwa przeciwko
wolnosci, wolnosci sumienia i wyznania, wolnosci seksualnej i obyczjnosci, rodzinie i
opiece a takze zyciu i zdrowiu.

Inng graficzna forma przedstawienia naszych danych jest mapa Polski z podzia-
tem na wojewddztwa (rysunki 12.3 i 12.4).

| # przygotowanie danych:
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\4

library(maptools)

woj=readShapePoly("/.../POL_adml.shp",
proj4string=CRS("+proj=longlat+ellps=clrk80"))

library("classInt")

library("RColorBrewer")

NAM=c("148 639 \n wielkopolskie","94 431 \n kujawsko- \n pomorskie",
"141 231 \n matopolskie","110 224 \n t6dzkie","176 090 \n dolnoslaskie",
"74 627 \n lubelskie","55 163 \n lubuskie","234 233 \n mazowieckie",

"44 258 \n opolskie","39 142 \n podlaskie","142 468 \n pomorskie",

"264 433 \n Slaskie","58 308 \n podkarpackie","53 347 \n Swietokrzyskie",
"61 603 \n warminisko- \n mazurskie","90 922 \n zachodnio- \n pomorskie")
zmienna=c(148639,94431,141231,110224,176090,74627,55163,234233,44258,

39142,142468,264433,58308,53347,61603,90922)

przedzialy=3

kolory=brewer.pal (przedzialy, "Greens")
klasy=classIntervals(zmienna,przedzialy,style="fixed",
fixedBreaks=c(0,100000,200000,300000))

> tabela.kolorow=findColours(klasy,kolory)

# rysunek:

> par(bg = "lightgoldenrodyellow")

plot(woj)

u= par("usr"); rect(ul[1], ul3], ul2], ul4],col = ’white’)
par (new=plot)

plot(woj,col=tabela.kolorow,main="w")
wsp=coordinates(woj)

colnames (wsp)=c("cx","cy")
pointLabel (wsp,NAM, cex=.5,col="black’)
legend("bottomleft",

c("mniej niz 100 000","[100 000 - 200 000)","200 000 i wiecej"),
fill=attr(tabela.kolorow,"palette"),cex=.8,bty="n")

\4 \4

vV Vv

\4 \2

vV Vv

V V V V V V Vv V

# liczba mieszkaficow w danych wojewdédztwach w 2009 r:

> 1=c (2541832, 5222167, 3298270, 4640725, 2157202, 2101732,
1189731, 1270120, 1010047, 3408281, 1693198, 2876627,
1031097, 2069083, 2230099, 1427118)

names (1)=c(’16dzkie’, ’mazowieckie’,’matopolskie’,’Slaskie’,
>lubelskie’,’podkarpackie’,’podlaskie’,’Swietokrzyskie’,
>lubuskie’, ’wielkopolskie’,’zach.pomorskie’,’dolnoslaskie’,
’opolskie’, ’kuj.pom’,’pomorskie’,’war.mazur’)

# fragment danych:

> T=cbind(na_1=G[,8]/1,na_100000=(G[,8]/1)*100000)

> T[1:3,]

\4

na_1 na_100000
1édzkie 0.04336400 4336.400
mazowieckie 0.04485360 4485.360
matopolskie 0.04281972 4281.972

W przeliczeniu na jednego mieszkanca (rysunek 12.4) najwieksza liczbe prze-
stepstw odnotowano w dwoch wojewddztwach: dolnoslaskim i pomorskim. Na 100000
mieszkancow popetniono tam odpowiednio 6121 oraz 6388 czynoéw zabronionych pra-
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142 488
pomorskie

61 603
warmirnsko—
mazurskie

90 922
zachodnio—

110 224
t6dzkie

176 090
dolnoslaskje

odkarpgCkie
matopolsjsie P .

O mniej niz 100 000
O [100 000 - 200 000)
B 200 000 i wiecej

Rysunek 12.3: Liczba przestepstw w 2009 r.

O mniej niz 0.03 podkarpgékie
O [0.03 -0.04)

O [0.04 - 0.05)
=
o

[0.05 - 0.06)
0.06 i wiecej

Rysunek 12.4: Liczba przestepstw na jednego mieszkanca w 2009 r.
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wem. Najmniej takich zachowan zanotowano w wojewddztwie podkarpackim: 2774

przestepstw na 100000 mieszkancow.
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12.3 Analiza wariancji

Analiza wariancji to kolejna metoda ktéra wykorzystamy w naszych badaniach.
Za pomoca komendy anova poréwnamy wartosci srednie dla poszczegdlnych wo-
jewodztw oraz kategorii przestepstw.

> y= c(gl,11,gl,2]1,¢gl,3],gl[,4]1,gl(,5],g[,6],g(,71)

> woj= rep(rownames(g),7); woj=factor(woj)

> przest= rep(colnames(g),each=16); przest=factor(przest)
> anova(lm(y~woj+przest))

Analysis of Variance Table

Response: y

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
Woj 15 9.9360e+09 662403078 4.0995 1.18e-05 *x*x
przest 6 3.3188e+10 5531403342 34.2326 < 2.2e-16 **x*

Residuals 90 1.4542e+10 161582725

Signif. codes: 0O ‘“*%x’ 0.001 ‘*%’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ ’ 1

Analiza wariancji wskazuje, ze $renie liczebosci czynéw zabronionych dla wojewodztw
(p — value = 1,18e — 05) oraz ich charakteru (p — value = 2,2e — 16) r6znia sie na
poziomie istotnoséci aw = 0,05 (rysunki 12.5).

# Srednie:
plot.design(data.frame(woj,przest,y),fun=mean,col="red’,lwd=2)

# mediany:
plot.design(data.frame(woj,przest,y),fun=median,col="red’,lwd=2)

krym - krym -
8
S - o 8 mien <+
~ $laskie - 1 S 4
mien 3
mazowieckie <+
8
S
> ® "; °
c dolnoslaskie - E § -
o ) )
g “RkoRRIskE + E o
2 Slaskie
mazowieckie
jlejerainic ° wielkopolskie
° zach.pokibRRE 3= 8 %.l'ﬂgaltﬂghig drog +
S lubelskie -+ g{ggg =T+ S gosp
=} . T _ -+
= Wﬂ%%ﬁ%i 28450
pBARlSkIE pod i
roggcop == podiziskie rogycopill ==
woj przest woj przest
Rysunek 12.5: Srednie. Rysunek 12.6: Mediany.

Wartosci srednie dla wojewodztw sa nastepujace:

> tapply(y,woj,mean)
Slaskie dolnoslaskie kuj.pom lubelskie lubuskie
37776.143 25155.714 13490.143 10661.000 7880.429
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16dzkie

15746 .286
podlaskie
5591.714
zach.pomorskie
12988.857

matopolskie mazowieckie
20175.857 33461.857
pomorskie Swietokrzyskie
20352.571 7621.000

Natomiast dla rodzaju przestepstwa:

> tapply(y,przest,

mean)

krym drog
47724.812 10509.250 9454.062 36953.812 2485.375 2710.875

gosp

opolskie
6322.571
war.mazur
8800.429

mien rodz_opie

wol

podkarpackie
8329.714
wielkopolskie
21234.143

zyc_zdr
1981.750

Poniewaz $rednie réznia sie na poziomie istotnosci a = 0,05, mozemy by¢ zaintere-
sowani odpowiedzia na nastepujace pytanie: Jak duze sa réznice miedzy badanymi
warto$ciami w poroéwnaiu z wojewodztwem slaskim oraz przestepczoscig kryminalng.
OdpowiedzZ na tak postawione pytanie otrzymamy wykonyjac odpowiednig komende:

library(lmtest)

V V V &% V %

t test of coefficients:

(Intercept)
wojdolnoslaskie
wojkuj.pom
wojlubelskie
wojlubuskie
wojtédzkie
wojmatopolskie
wojmazowieckie
wojopolskie
wojpodkarpackie
wojpodlaskie
wojpomorskie
wojswietokrzyskie
wojwar.mazur
wojwielkopolskie
wojzach.pomorskie
przestdrog
przestgosp
przestmien
przestrodz_opie
przestwol
przestzyc_zdr

coeftest (Im(y~woj+przest))

Estimate Std. Error

69526.
-12620.
-24286.
-27115.
-29895.
-22029.
-17600.

-4314.
-31453.
-29446.
-32184.
-17423.
-30155.
-28975.
-16542.
—-24787.
-37215.
-38270.
-10771.
-45239.
-45013.
-45743.

7

O PP O N WO NEFE OB PdOOWWWOWNF~ O B

5633.
6794.
6794.
6794.
6794.
6794.
6794.
6794.
6794.
6794.
6794.
6794 .
6794.
6794.
6794.
6794.
4494 .
4494 .
4494 .
4494 .
4494 .
4494 .

N NNNDNDDNOODOO OO OO OO O O O O O OO0 O

punkt odniesienia: wojewédztwo Slgskie:
woj= relevel(woj, ref="§lgskie")
punkt odniesienia: przestepstwa kryminalne:
przest= relevel(przest, ref="krym")

t value

.3410
.8574
.5743
.9907
.3999
.2423
.5903
.6350
.6292
.3338
. 7368
.5643
.4381
.2645
.4346
.6481
.2808
.5156
.3966
.0662
.0160
.1782

Pr(>ltl)
2.2e-16

* k%

.0665213 .

.0005671
.0001341
.967e-05
.0016638
.0111839
.5270663
.229e-05
.807e-05
.060e-06
.0119944
.566e-05
.933e-05
.0168824
.0004424
.073e-12
.498e-13
.0186146

2.2e-16
.646e-16

2.2e-16

* %k
*kk
* %k %k
* %k

*kok
KoKk
Kok k

*kk
* %k k

KKk
KoKk
*kok

*okok
KoKk
Kok k
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Na podstawie powyzszych obliczen mozemy sformutowac kilka wnioskow. Najwieksza
réznica w Srednich wystepuje miedzy wojewodztwem $laskim a podlaskim (rysunek
12.5) i wynosi —32184, 4. Natomiast najmniejsza réznica jest miedzy wojewddztwem
Slaskim a mazowieckim i jest rowna —4314, 3. Jesli poréwnamy wartos$¢ srednig prze-
stepstw kryminalnych z pozostatymi to dojdziemy do wniosku, ze najwigksz réznica
wystepuje miedzy przestepstwami kryminalnymi i przeciwko zdrowiu i zyciu a naj-
mniejsza wynosi —10771 i dotyczy przestepstw kryminalnych oraz przeciwko mieniu.
Na wykresach 12.7 1 12.8 zostaty zaprezentowane réznice w liczebnosciach zachowan
niezgodnych z prawem.

> interaction.plot(woj,przest,y,col=1:7,las=1,1wd=2)

120000

/I\ przest
100000 ) | ‘\ —— krym
\ 1 ©= - mien
// \ l.l-\ — drog
80000 1 ;) - gosp
- \ /1) [T - - wol
- \ [t /' \ zyc_zdr
$0000 — ’ \ N rodz_opie
3
£
40000 —
20000 —
0 —
dolnoslaskie lubuskie mazowieckie podlaskie Slaskie wielkopolskie

Rysunek 12.7: Rozklad liczebnosci.

> interaction.plot(przest,woj,y,col=1:16,las=1,1wd=2)

120000 N -
TN woj
/ N
100000 / N —— Slaskie
N mazowieckie
/ \ ---- dolnoslaskie
80000 | / \ — — malopolskie
> / ,'\'\' \ "=~ pomorskie
5 !/ Seo 0\ Ygge;i?golskle
_ MV .
?OOOO / ///,__ IR \ - - - lubelskie
E / /'//' Tr=nov - war.mazur
40000 | y ' zach.pomorskie
-+ kuj.pom
- - - podkarpackie
—— lubuskie
20000 7 —— podlaskie
opolskie
0 Swietokrzyskie

drog gosp krym mien rodz_opie wol zyc_zdr

Rysunek 12.8: Rozktad liczebnodci.
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12.4 Modele dla liczebnosci

Do modelowania liczebnosci wystapien okreslonego zjawiska (np. liczba przestepstw)
mozemy wykorzysta¢ model Piossona lub ujemny dwumianowy. W pierwszej kolej-
nosci zaprezentujemy model Poissona.

> pois=glm(y~woj+przest,family=poisson)

> summary (pois)

Call:
glm(formula = y ~ woj + przest, family = poisson)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-68.0044 -8.7900 -0.5255 9.8249 111.2952

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

(Intercept) 11.633905 0.002129 5464.68 <2e-16 *x*x
wojdolnoslaskie  -0.406593 0.003076 -132.19 <2e-16 *x*x
wojkuj.pom -1.029719  0.003791 -271.62 <2e-16 *xx
wojlubelskie -1.265086 0.004145 -305.20 <2e-16 **x*
wojlubuskie -1.567295 0.004681 -334.84 <2e-16 *x*x
wojtédzkie -0.875073 0.003585 -244.07 <2e-16 *xx*
wojmatopolskie -0.627191  0.003296 -190.30 <2e-16 *xx*
wojmazowieckie -0.121272  0.002837 -42.74 <2e-16 *x*x*
wojopolskie -1.787552 0.005136 -348.06  <2e-16 *x*x*
wojpodkarpackie -1.511849  0.004575 -330.45 <2e-16 ***
wojpodlaskie -1.910392 0.005416 -352.75  <2e-16 *x*x
wojpomorskie -0.618470 0.003286 -188.19 <2e-16 *xx
wojswietokrzyskie -1.600770 0.004746 -337.27 <2e-16 **x
wojwar .mazur -1.456877 0.004474 -325.65 <2e-16 *xxx
wojwielkopolskie -0.576067 0.003242 -177.70 <2e-16 *x*x
wojzach.pomorskie -1.067586  0.003844 -277.69  <2e-16 **x
przestdrog -1.513196 0.002694 -561.73 <2e-16 *x*x*
przestgosp -1.619007 0.002814 -575.27 <2e-16 *xx*
przestmien -0.255783 0.001732 -147.65 <2e-16 *x*x*
przestrodz_opie  -2.955028 0.005144 -574.50 <2e-16 ***
przestwol -2.868180 0.004936 -581.06  <2e-16 *x*x*
przestzyc_zdr -3.181471  0.005731 -555.11 <2e-16 *x*x
Signif. codes: O ‘“x**’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 .’ 0.1 ¢ ’ 1

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 2553250 on 111 degrees of freedom
Residual deviance: 46183 on 90 degrees of freedom
AIC: 47424
# Badanie istotnosSct statystycznej catego modelu:
> 1lrtest(pois)
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Likelihood ratio test

Model 1: y ~ woj + przest
Model 2: y 7 1
Df LogLik Df Chisq Pr(>Chisq)
1 22 -23690
2 1 -1277223 -21 2507066 < 2.2e-16 **x

Signif. codes: O ‘*x**’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 .7 0.1 ¢ > 1

Oszacowany model Poissona okazal si¢ istotny statystycznie. Jednak zatozenie do-
tyczace rownosci wariancji i sredniej nie zostato spetnione:

H()Z ¢Il
Hll Qﬁ?’él

> library(AER)
> dispersiontest(pois,alt="two.sided")

Dispersion test

data: pois
z = 2.8493, p-value = 0.004382
alternative hypothesis: true dispersion is not equal to 1
sample estimates:
dispersion
451.6853

Tak wiec na poziomie istotnosci a = 0, 05 odrzucamy hipoteze zerowa, ktéra zaktada,
ze dyspersja (czyli iloraz wariancji i éredniej) jest réwna 1. A zatem sprawdzmy czy
wystepuje problem nadmiernego rozproszenia (wariancja jest wicksza od Sredniej):

H()Z ¢<1
H; ¢>1

> dispersiontest(pois)
Overdispersion test

data: pois
z = 2.8493, p-value = 0.002191
alternative hypothesis: true dispersion is greater than 1
sample estimates:
dispersion
451.6853

Na poziomie istotnosci a = 0, 05 przymujemy hipoteze alternatywna, ktéra zaktada,
ze wystepuje nadmierne rozproszenie (overdispersion). W takiej syuacji mozemy
zastosowaé¢ model ujemny dwumianowy.
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> library (MASS)
> nb=glm.nb(y woj+przest); summary(nb)

Call:
glm.nb(formula = y ~ woj + przest, init.theta = 21.74640825,
link = log)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.68039 -0.55148 -0.08636 0.54318 3.96886

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)
(Intercept) 11.57767 0.09512 121.714 < 2e-16 ***
wojdolnoslaskie  -0.45311 0.11477 -3.948 7.88e-05 **x
wojkuj.pom -1.05428 0.11485 -9.180 < 2e-16 **x*
wojlubelskie -1.10428 0.11485 -9.615 < 2e-16 **x
wojlubuskie -1.46951 0.11493 -12.786 < 2e-16 **x
wojtédzkie -0.84128 0.11481 -7.327 2.35e-13 **x*
wojmatopolskie -0.63055 0.11479 -5.493 3.95e-08 **x
wojmazowieckie -0.20431 0.11475 -1.780 0.074998 .
wojopolskie -1.68246 0.11499 -14.632 < 2e-16 **x
wojpodkarpackie  -1.39677 0.11491 -12.155 < 2e-16 **x*
wojpodlaskie -1.81041 0.11503 -15.739 < 2e-16 **x*
wojpomorskie -0.57400 0.11478 -5.001 5.71e-07 **x*
wojswietokrzyskie -1.49467 0.11494 -13.004 < 2e-16 **x
wojwar .mazur -1.34852 0.11490 -11.736 < 2e-16 **x*
wojwielkopolskie -0.56953 0.11478 -4.962 6.98e-07 *x*x*
wojzach.pomorskie -1.13722 0.11486 -9.901 < 2e-16 **x*
przestdrog -1.38273 0.07587 -18.224 < 2e-16 ***
przestgosp -1.57685 0.07588 -20.780 < 2e-16 **x*
przestmien -0.25984 0.07584 -3.426 0.000612 x*x*x*
przestrodz_opie -2.91336 0.07604 -38.312 < 2e-16 **x
przestwol -2.83470 0.07603 -37.285 < 2e-16 **x
przestzyc_zdr -3.11696 0.07609 -40.963 < 2e-16 **x*
Signif. codes: O ‘%%’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 .’ 0.1 ¢ ’ 1

(Dispersion parameter for Negative Binomial(21.7464) family taken to be 1)
Null deviance: 4061.80 on 111 degrees of freedom

Residual deviance: 112.78 on 90 degrees of freedom

AIC: 2002

Number of Fisher Scoring iterations: 1

Theta: 21.75
Std. Err.: 2.90
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| 2 x log-likelihood: -1955.994

Znajac warto$¢ parametru rozproszenia § = 21,7464 oraz jego btad standardowy
09 = 2,90 mozemy oceni¢ jego istotnosé¢ statystyczng badajac nastepujace hipotezy:

H()I =0
Hli 97&0

> pnorm(2*(1-abs(21.7464/2.9)))

[1] 6.318995e-39

# Badante istotnosScti statystycznej catego modelu:
> lrtest(nb)

Likelihood ratio test

Model 1: y ~ woj + przest
Model 2: y 7 1
Df LoglLik Df Chisq Pr(>Chisq)
1 23 -978.0
2 2 -1191.5 -21 426.95 < 2.2e-16 **x

Signif. codes: 0 ‘*xx’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ ’ 1

Model ujemny dwumianowy mozemy estymowac takze z wykorzystaniem funkcji
glm(stats) oraz opcji negative.binomial (MASS):

> th=theta.ml(nb,fitted(nb))

> th

[1] 21.74641

attr(,"SE")

[1] 2.899898

# Estymacja modelu ujemnego dwumianowego:

> n=glm(y~woj+przest,family=negative.binomial (th))

# Porownanie modelu Poissona oraz ujemnego dwumianowego:
> 1lrtest(pois,nb)

Likelihood ratio test

Model 1: y 7 woj + przest
Model 2: y ~ woj + przest
Df LogLik Df Chisq Pr(>Chisq)
1 22 -23690
2 23 -978 1 45424 < 2.2e-16 **x*

Signif. codes: O ‘x**’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 .’ 0.1 ¢ ’ 1

Przeprowadzony test ilorazu wiarygodnosci — lrtest(1mtest) wykazal, ze model
ujemny dwumianowy — nb ma znacznie wyzszy logarytm funkcji wiarygodnosci. Za-
tem na podstawie modelu ujemnego dwumianowego nalezy stwierdzi¢, ze we wszyst-
kich wojewédztwach odnotowano mniejsza liczbe przestepstw (ujemne parametry)
niz w wojewodztwie Slaskim. Taka sama sytuacja wystepuje gdy poréwnamy wszyst-
kie rodzaje czynéw zabronionych z przestepstwami o charakterze kryminalnym. Aby
dowiedzie¢ si¢ jak duze sa to réznice nalezy obliczy¢ ilorazy wiarygodnosci.
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ORpoisl=round((exp(coef (pois))-1)*100,4)
ORnb=round ((exp(coef (nb))-1)*100,4)
cbind (ORpois1,0Rnb)

ORpois ORnb
(Intercept) 11285915.3797 10668768.3273
wojdolnoslaskie -33.4085 -36.4350
wojkuj.pom -64.2893 -65.1558
wojlubelskie -71.7785 -66.8550
wojlubuskie -79.1391 -76.9962
wojtédzkie -58.3169 -56.8840
wojmatopolskie -46.5910 -46.7701
wojmazowieckie -11.4207 -18.4792
wojopolskie -83.2631 -81.4084
wojpodkarpackie =77.9498 -75.2606
wojpodlaskie -85.1978 -83.6413
wojpomorskie -46.1232 -43.6730
wojswietokrzyskie -79.8259 -77.5678
wojwar .mazur -76.7037 -74.0376
wojwielkopolskie -43.7895 -43.4210
wojzach.pomorskie -65.6162 -67.9290
przestdrog =77.9795 -74.9108
przestgosp -80.1905 -79.3375
przestmien -22.5690 -22.8826
przestrodz_opie -94.7923 -94.5707
przestwol -94.3198 -94.1264
przestzyc_zdr -95.8475 -95.5708

Interpretacja otrzymanych ilorazéw wiarygodnosci na podstawie modelu ujemnego
dwumianowego jest nastepujaca:

Az o 83,6% mniej popelniono przestepstw w wojewddztwie podlaskim niz w
wojewodztwie Slaskim.

W wojewddztwie mazowieckim popelniono tylko o 18,5% mniej przestepstw
niz w wojewodztwie slaskim.

Najmniejsze roéznice w liczebnosci przestepstw w porownaniu z wojewodztwem
$laskim zanotowano w nastepujacych wojewddztwach: dolnoslaskim (—36,4%),
malopolskim (—46, 8%), mazowieckim (—18,5%), pomorskim (—43, 7%) i wiel-
kopolskim (—43,4%).

7 kolei najwieksze roznice zanotowano w wojewodztwach: kujawsko-pomorskim
(—65,2%), lubelskim (—66,9%), lubuskim (—77%), t6dzkim (—56,9%), opol-
skim (—81,4%), podkarpackim (—75,3%), podlaskim (—83,6%), swietokrzy-
skim (—77,6%), warminsko-mazurskim (—74%) oraz zachodnio-pomorskim (—68%).

Przestepstw przeciwko mieniu popeliono tylko o 22,9% mniej niz kryminal-
nych.

Przestepstw o charakterze gospodarczym popeliono o 79, 3% mniej niz kry-
minalnych, natomiast w przypadku pozostatych bylo ich mniej o ponad 90%.
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12.5 Modele dla czestosci

Do modelowania czestosci wystapien okreslonego zjawiska (liczba przestepstw na jed-
nego mieszkanca) wykorzystamy modele Poisona oraz modele logitowe. W pierwszej
kolejnosci zostanie przedstawiony model Poissona w ktérym zostanie wykorzystana
funkcja offset.

> L=rep(1l,7) # liczebnosct

> W=y/L # czestosct

> poisl=glm(y~woj+przest,family=poisson,offset=log(L)) # model poisi
> summary(poisi)

Call:
glm(formula = y ~ woj + przest, family = poisson, offset = log(L))

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-68.0044 -8.7900 -0.5255 9.8249 111.2952

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)

(Intercept) -3.716476  0.002129 -1745.704 <2e-16 **x*
wojdolnoslaskie 0.071659  0.003076 23.298 <2e-16 *xx*x
wojkuj.pom -0.221953 0.003791  -58.548 <2e-16 *x*x*
wojlubelskie -0.499027 0.004145 -120.390 <2e-16 **x
wojlubuskie -0.042422 0.004681 -9.063 <2e-16 **x*
wojtédzkie -0.273088 0.003585 -76.170 <2e-16 **x*
wojmatopolskie -0.285719 0.003296  -86.692 <2e-16 *x*x*
wojmazowieckie -0.239313 0.002837 -84.342 <2e-16 **x*
wojopolskie -0.283304 0.005136  -55.163 <2e-16 *x*x*
wojpodkarpackie -0.719740 0.004575 -157.315 <2e-16 ***
wojpodlaskie -0.549248 0.005416 -101.418 <2e-16 *x*x*
wojpomorskie 0.114354 0.003286 34.796  <2e-16 *x*x
wojswietokrzyskie -0.305011 0.004746 -64.264 <2e-16 ***
wojwar .mazur -0.277664 0.004474  -62.065 <2e-16 **x*
wojwielkopolskie -0.267405 0.003242 -82.486 <2e-16 **x
wojzach.pomorskie -0.059334 0.003844 -15.434 <2e-16 ***
przestdrog -1.513196 0.002694 -561.726 <2e-16 *x*x
przestgosp -1.619007 0.002814 -575.271 <2e-16 **x*
przestmien -0.255783 0.001732 -147.654 <2e-16 **x*
przestrodz_opie -2.955028 0.005144 -574.505 <2e-16 **x*
przestwol -2.868180 0.004936 -581.064 <2e-16 **x*
przestzyc_zdr -3.181471 0.005731 -555.108 <2e-16 *x*x*
Signif. codes: O ‘“x**’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’ 1

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 2048950 on 111 degrees of freedom
Residual deviance: 46183 on 90 degrees of freedom
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AIC: 47424

Number of Fisher Scoring iterations: 4

W celu poprawnego oszacowania istotnosci poszczegélnych zmiennych (wystepuje
problem nadmiernego rozproszenia) skorzystamy z takiego modelu ktory uwzgledni
to zjawisko.

# model rpoisl z odpornymi btedami standardowyms:
> rpoisl=glm(y~woj+przest,family=quasipoisson,offset=log(L))
> coeftest(rpoisl)

Z test of coefficients:

Estimate Std. Error =z value Pr(>|z|)

(Intercept) -3.716476  0.050476 -73.6289 < 2.2e-16 **x*
wojdolnoslaskie 0.071659 0.072926  0.9826 0.3257866
wojkuj.pom -0.221953 0.089882 -2.4694 0.0135343 *
wojlubelskie -0.499027  0.098278 -5.0777 3.820e-07 x**x
wojlubuskie -0.042422 0.110979 -0.3823 0.7022759
wojtédzkie -0.273088 0.085005 -3.2126 0.0013153 =*x*
wojmatopolskie -0.285719  0.078142 -3.6564 0.0002558 x*x*x
wojmazowieckie -0.239313 0.067274 -3.5573 0.0003747 x*x*x
wojopolskie -0.283304 0.121767 -2.3266 0.0199862 *
wojpodkarpackie -0.719740 0.108474 -6.6351 3.243e-11 ***
wojpodlaskie -0.549248 0.128403 -4.2775 1.890e-05 x*x*x
wojpomorskie 0.114354 0.077920 1.4676 0.1422180
wojswietokrzyskie -0.305011  0.112531 -2.7105 0.0067190 x*x*
wojwar .mazur -0.277664 0.106071 -2.6177 0.0088519 *x*
wojwielkopolskie -0.267405 0.076862 -3.4790 0.0005032 ***
wojzach.pomorskie -0.059334 0.091151 -0.6509 0.5150809
przestdrog -1.513196  0.063869 -23.6920 < 2.2e-16 *x*x*
przestgosp -1.619007 0.066726 -24.2634 < 2.2e-16 **x*
przestmien -0.255783 0.041072 -6.2276 4.735e-10 *x*x
przestrodz_opie  -2.955028  0.121952 -24.2310 < 2.2e-16 *x*x*
przestwol -2.868180 0.117032 -24.5077 < 2.2e-16 **x*
przestzyc_zdr -3.181471 0.135885 -23.4129 < 2.2e-16 ***
Signif. codes: O ‘“x**’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 .’ 0.1 ¢ ’ 1

Mozemy takze zastosowa¢ odporne btedy standardowe sandwich w modelu poisil
ktore sa dostepne w bibliotece sandwich.

# model poisl z odpornymt btedami standardowymi sandwich:
> library(sandwich)
> coeftest(poisl,vcov=sandwich)

Jak mozna zauwazy¢ model pois1 nie oszacowal poprawnie wszystkich btedéw stan-
dardowych poszczegdlnych zmiennych. Natomiast model rpoisi (ktéry uwzglednit
problem nadmiernego rozproszenia) wykazatl kilka zmiennych ktére nie sa statystycz-
nie istotne.

Kolejng grupa modeli ktore przedstawimy to modele logitowe.
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# model logitl:
> logitl=glm(cbind(y,L-y) “woj+przest,family=binomial)
> summary(logit1l)

Call:
glm(formula = cbind(y, L - y) ~ woj + przest, family = binomial)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-68.4226 -8.7834 -0.4114 9.9514 111.2623

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)

(Intercept) -3.692865  0.002150 -1717.792  <2e-16 ***
wojdolnoslaskie 0.072989 0.003104 23.511  <2e-16 **x*
wojkuj.pom -0.225510 0.003820 -59.038 <2e-16 *x*x*
wojlubelskie -0.506041 0.004171 -121.334 <2e-16 **x*
wojlubuskie -0.043165 0.004721 -9.143 <2e-16 *x*x*
wojtédzkie -0.277357 0.003612 -76.792 <2e-16 **x
wojmatopolskie -0.290159 0.003320 -87.387 <2e-16 **x
wojmazowieckie -0.243116 0.002860 -85.011 <2e-16 **x*
wojopolskie -0.287712 0.005172 -55.631 <2e-16 **x
wojpodkarpackie  -0.728895 0.004599 -158.499 <2e-16 **x*
wojpodlaskie -0.556792  0.005446 -102.237 <2e-16 **x
wojpomorskie 0.116523 0.003318 35.118 <2e-16 *x*x
wojswietokrzyskie -0.309707 0.004779  -64.803 <2e-16 *x*x*
wojwar .mazur -0.281995 0.004506  -62.586  <2e-16 **x*
wojwielkopolskie -0.271597 0.003266 -83.150 <2e-16 ***
wojzach.pomorskie -0.060365 0.003877 -15.569 <2e-16 **x*
przestdrog -1.529639 0.002704 -565.681 <2e-16 **x
przestgosp -1.635913 0.002824 -579.262 <2e-16 **x
przestmien -0.260568 0.001748 -149.044 <2e-16 **x*
przestrodz_opie -2.974984 0.005149 -577.783 <2e-16 **x
przestwol -2.888038 0.004942 -584.426 <2e-16 **x*
przestzyc_zdr -3.201647 0.005736 -558.160 <2e-16 **x
Signif. codes: O ‘%%’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 .’ 0.1 ¢ ’ 1

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 2064429 on 111 degrees of freedom
Residual deviance: 46562 on 90 degrees of freedom
AIC: 47802

Number of Fisher Scoring iterations: 4

Podobnie jak w przypadku modelu poisl model logitl wskazuje, ze wszystkie
zmienne sg istotne. Jednak gdy wykorzystamy odporne btedy standardowe (Logit2)
jak w przypadku modelu rpois1 niektére z nich okaza sie nieistotne statystycznie.

# model logit2:
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> logit2=glm(W~woj+przest,family=quasibinomial)
> summary(logit2)

Call:
glm(formula = W ~ woj + przest, family = quasibinomial)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.0381820 -0.0062407 -0.0007905 0.0068514 0.0696409

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -3.71320 0.07066 -52.551 < 2e-16 **x
wojdolnoslaskie 0.07295 0.09326 0.782 0.43615
wojkuj.pom -0.22541 0.10052 -2.243 0.02738 *
wojlubelskie -0.50584 0.10894 -4.643 1.16e-05 **x
wojlubuskie -0.04314 0.09589 -0.450 0.65386
wojtédzkie -0.27724 0.10195 -2.719 0.00785 *x*
wojmatopolskie -0.29003 0.10231 -2.835 0.00566 **
wojmazowieckie -0.24301 0.10100 -2.406 0.01817 =*
wojopolskie -0.28759 0.10224 -2.813 0.00603 *x*
wojpodkarpackie -0.72864 0.11691 -6.233 1.45e-08 **x
wojpodlaskie -0.55658 0.11065 -5.030 2.49e-06 x**x*
wojpomorskie 0.11646 0.09234 1.261 0.21047
wojswietokrzyskie -0.30957 0.10287 -3.009 0.00340 *x*
wojwar.mazur -0.28187 0.10208 -2.761 0.00698 *x*
wojwielkopolskie -0.27148 0.10179 -2.667 0.00907 x*x*
wojzach.pomorskie -0.06034 0.09630 -0.627 0.53257
przestdrog -1.42112 0.06483 -21.922 < 2e-16 **x
przestgosp -1.55866 0.06851 -22.750 < 2e-16 ***
przestmien -0.25994 0.04375 -5.941 5.26e-08 **x
przestrodz_opie  -2.95441 0.12770 -23.135 < 2e-16 **x*
przestwol -2.84778 0.12144 -23.451 < 2e-16 **x
przestzyc_zdr -3.14558 0.13986 -22.491 < 2e-16 **x
Signif. codes: 0 ‘*xx’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ ’ 1

(Dispersion parameter for quasibinomial family taken to be 0.0002521464)

Null deviance: 0.819052 on 111 degrees of freedom
Residual deviance: 0.021215 on 90 degrees of freedom
AIC: NA

Number of Fisher Scoring iterations: 10

Tak samo jak w przypadku modelu pois1 wykorzystamy odporne btedy standardowe
sandwich w modelu logit1.

# model logitl z odpornymt btedami standardowymi sandwich:
> coeftest(logitl,vcov=sandwich)
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Wyznaczymy teraz ilorazy wiarygodnosci dla modeli poisl, logitl i logit?2

> ORpoisl=round((exp(coef (poisl))-1)%*100,4)
> ORlogitl=round((exp(coef (logitl))-1)*100,4)
> ORlogit2=round((exp(coef (logit2))-1)*100,4)
> cbind(ORpois,ORlogitl,0Rlogit2)

ORpoisl ORlogitl ORlogit2
(Intercept) -97.5680 -97.5099 -97.5601
wojdolnoslaskie 7.4289 7.5719  T7.5678
wojkuj.pom -19.9047 -20.1891 -20.1811
wojlubelskie -39.2879 -39.7122 -39.7002
wojlubuskie -4.1535 -4.2246 -4.2226
wojtédzkie -23.8974 -24.2216 -24.2125
wojmatopolskie -24.8526 -25.1855 -25.1761
wojmazowieckie -21.2832 -21.5820 -21.5735
wojopolskie -24.6710 -25.0023 -24.9929
wojpodkarpackie  -51.3121 -51.75568 -51.7433
wojpodlaskie -42.2616 -42.6956 -42.6833
wojpomorskie 12.1149 12.3583 12.3514
wojswietokrzyskie -26.2885 -26.6338 -26.6241
wojwar.mazur -24.2449 -24.5723 -24.5630

wojwielkopolskie -23.4637 -23.7839 -23.7748
wojzach.pomorskie -5.7608 -5.8579 -5.8551

przestdrog -77.9795 -78.3386 -75.8557
przestgosp -80.1905 -80.5226 -78.9582
przestmien -22.5690 -22.9386 -22.8899
przestrodz_opie  -94.7923 -94.8952 -94.7891
przestwol -94.3198 -94.4315 -94.2027
przestzyc_zdr -95.8475 -95.9305 -95.6958

Whioski (na podstawie modelu logit2) dotyczace ilosci przestepstw przypadajacych
na jednego mieszkanca sa nastepujace:

e Liczba przestepstw przypadajaca na jednego mieszkanca wojewodztwa pomor-
skiego byta wieksza o 12, 4% niz w wojewddztwie §lgskim. Natomiast najmniej-
sza (—51,7%) w wojewddztwie podkarpackim.

e Liczba przestepstw przeciwko mieniu przypadajaca na jednego mieszkanca by-
la 0 22,9% mniejsza niz liczba przestepstw kryminalnych. Z kolei liczba prze-
stepstw przeciwko zyciu i zdrowiu byta az o 95, 7% mniejsza niz liczba prze-
stepstw kryminalnych w przeliczeniu na jednego mieszkanca.
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13.1 Wprowadzenie

W tym opracowaniu zostanie przedstawionych kilka modeli regresji oraz metody za
pomoca ktorych mozna oszacowaé ich parametry. Dane jakie zostang wykorzystane
do budowy modeli regresji dotycza przecietnych miesiecznych wydatkow i dochoddw
przypadajacych na jedng osobe w danym wojewddztwie. Informacje zostaly zebrane
i opublikowane przez GUS od 37302 gospodarstw domowych w 2009 roku.

# wydatke:

> wyd= c(997.73, 1233.28, 900.35, 959.51, 826.98, 783.78, 823.56, 792.07,
937.9, 879.57, 940.2, 1013.17, 1016.33, 875.59, 977.11, 872.5)

# dochody:

> doch= c(1115.1, 1438.73, 1041.73, 1114.05, 908.99, 834.59, 1018.77,
937.89, 1103.32, 1097.33, 1139.67, 1174.26, 1082.27, 1014.99, 1164.50,
1084.28)

# liczba gospodarstw domowych objetych badaniem:

> gd=c(2735,5366,3104,4381,2205,1932,1208,1258,989,3143,1627,2939,1017,
1965,2039,1394)

> t= data.frame(doch,wyd)

> rownames(t)= c(’t6dzkie’, ’mazowieckie’,’matopolskie’,’§laskie’,

’lubelskie’, ’podkarpackie’, ’podlaskie’,’Swietokrzyskie’,’lubuskie’,

’wielkopolskie’,’zach.pomorskie’,’dolnoslaskie’,’opolskie’, ’kuj.pom’,

’pomorskie’,’war.mazur’)

wykres korelacyjny:

plot(doch,wyd,cex=1.2,pch=20,x1im=c(800,1550))

text (doch,wyd,pos=4,rownames(t),cex=0.7,col="blue")

lines(lowess(t),lwd=2,1ty=2,col="red")

grid(col="black")

legend("topleft",c("regresja lokalnie wygtadzana - lowess"),lty=2,lwd=2,

col="red",bg="white")

V V V V V %
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Rysunek 13.1: Wykres korelacyjny.

13.2 Estymacja modelu liniowego

13.2.1 Metoda najmniejszych kwadratow

161

W programie R do estymacji modeli liniowych stuzy funkcja Im(stats). Kryterium
optymalizacji dla metody najmniejszych kwadratow jest przedstawione ponizej (wzo-
ry 13.1a oraz 13.1b).

n
2:(ﬁ-—>nﬂn
i=1

n

Z(yz — ap — a11;)* — min
i=1

# model z wyrazem wolnym:
> mnk=1m(wyd~doch,data=t)
> summary (mnk)

Call:

Im(formula =

Residuals:
Min

-61.0675 -27.7128
Coefficients:

(Intercept) 96.73935

doch

Signif. codes: O

wyd ~ doch)

1Q Median 3Q Max
0.3736 30.3636 87.2743

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

90.08070 1.074 0.301
0.76905 0.08285 9.282 2.33e-07 *xx*
“xxx’ 0.001 ‘*xx’ 0.01 ‘%’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢

1

(13.1a)

(13.1Db)
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Residual standard error: 43.1 on 14 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8602, Adjusted R-squared: 0.8502
F-statistic: 86.15 on 1 and 14 DF, p-value: 2.332e-07

Poniewaz wyraz wolny nie jest istotny statystycznie (p —value = 0,301) zostanie on
usuniety z modelu.

# model bez wyrazu wolnego:
> mnkO=1m(wyd~doch+0,data=t)
> summary (mnk0)

Call:
Im(formula = wyd ~ doch + 0)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-61.267 -25.223 2.034 15.802 88.405

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
doch 0.857387 0.009962 86.07 <2e-16 *x**

Signif. codes: O ‘“x**’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 .’ 0.1 ¢ ’ 1

Residual standard error: 43.32 on 15 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.998, Adjusted R-squared: 0.9978
F-statistic: 7407 on 1 and 15 DF, p-value: < 2.2e-16

Usuniecie wyrazu wolnego spowodowalto podwyzszenie skorygowanego wspotczynni-
ka determinacji ktory teraz jest rowny 0,998. A wiec model jest lepiej dopasowany.
Potwierdza to takze kryterium informacyjne AIC oraz BIC.

AIC =n+nln(27) + nln (RSS> +3-k (13.2)
n

# kryterium AIC dla modelu 2z wyrazem wolnym:
> k= 2; n= length(doch)
> aic= n + nxlog(2*pi) + n * log(sum(resid(mnk)~2) / n) + 3 *x k
> aic
[1] 169.7045
# kryterium AIC dla modelu bez wyrazu wolnego:
> aicO= n + n*xlog(2xpi) + n * log(sum(resid(mnk0)~2) / n) + 2 * k
> aicO
[1] 168.9711
# z wykorzystaniem funkcji AIC oraz parametru k:
> AIC(mnk,mnk0,k=2)
df AIC
mnk 3 169.7045
mnkO 2 168.9711

# kryterium BIC dla modelu z wyrazem wolnym:
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> k= log(n)
> bic= n + nxlog(2#pi) + n * log(sum(resid(mnk)~2) / n) + 3 * k
> bic
(1] 172.0223
# kryterium BIC dla modelu bez wyrazu wolnego:
> bicO= n + n*log(2*pi) + n * log(sum(resid(mnk0)~2) / n) + 2 * k
> bicO
[1] 170.5162
# z wykorzystaniem funkcji AIC oraz parametru k:
> AIC(mnk,mnk0,k=log(n))
df AIC
mnk 3 172.0223
mnkO 2 170.5162

Poréwnamy teraz modele za pomocg funkcji anova(stats). Badane hipotezy maja
nastepujacg postac:

Hy: yi=0,8573877y; (13.3)
Hy: y; =0,7690521; + 96, 73935 ‘

# test oparty na statystyce F:
> anova(mnkO,mnk)
Analysis of Variance Table

Model 1: wyd ~ doch + O
Model 2: wyd = doch

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 15 28153
2 14 26010 1 2142.7 1.1533 0.301

# test oparty na statystyce chi-kwadrat:
> anova(mnkO,mnk, test="Chisq")
Analysis of Variance Table

Model 1: wyd ~ doch + O
Model 2: wyd = doch
Res.Df RSS Df Sum of Sq P(>|Chil)
1 15 281563
2 14 26010 1 2142.7 0.2829

Takie same wyniki otrzymamy wykorzystujac funkcje badajaca restrykcje natozone
na parametry modelu liniowego. Czyli zweryfikujemy hipoteze zerowa (wzér 13.4) o
nieistotnosci wyrazu wolnego.

Hy: ap=0

o (13.4)

H1 . O 7é 0
> library(car)
# test oparty na statystyce F:
> linearHypothesis(mnk, c("(Intercept) = 0"))
Linear hypothesis test
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Hypothesis:
(Intercept) = 0

Model 1: restricted model
Model 2: wyd = doch

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 15 28153
2 14 26010 1 2142.7 1.1533 0.301

# test oparty na statystyce chi-kwadrat:
> linearHypothesis(mnk, c("(Intercept) = 0"),test="Chisq")
Linear hypothesis test

Hypothesis:
(Intercept) = 0

Model 1: restricted model
Model 2: wyd ~ doch

Res.Df RSS Df Sum of Sq Chisq Pr(>Chisq)
1 15 28153
2 14 26010 1 2142.7 1.1533 0.2829

Tak wiec powyzsze testy potwierdzity nasz wniosek, ze lepszym modelem jest regresja
liniowa bez wyrazu wolnego.

> plot(doch,wyd,cex=1.2,pch=20)
> abline(mnk,col=’red’,lwd=2,1ty=2); abline(mnk0,col=’blue’,lwd=2)
> legend("topleft",c("mnk","mnk0"),col=c("red","blue"),lty=c(2,1),1lwd=2)

- = mnk
—— mnkO0

1200
|

wyd
1000 1100
|

900
|

T T T T T T
900 1000 1100 1200 1300 1400

Rysunek 13.2: Regresja liniowa.
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13.2.2 Poprawnos¢ specyfikacji modelu

W tym podrozdziale oméwimy dwa testy badajace poprawng posta¢ analityczng
modelu: test RESET oraz test Rainbow. W programie R sa one dostepne w paczce
lmtest. W tescie RESET nalezy oszacowa¢ model pomocniczy o réwnaniu:

yi = onwy + o’ + asgi’ (13.5)

> reset23=1m(wyd~doch+I(fitted(mnk0) "2)+I(fitted (mnk0) ~3)+0)

a nastepnie zweryfikowa¢ hipoteze zerowa o postaci:

w[nl-G = [0l e

Do weryfikacji rozwazanej hipotezy statystycznej (wzér 13.6) wykorzystamy funk-
cje linearHypothesis(car). Umozliwia ona testowanie restrykeji natozonych na
parametry modelu liniowego.

> linearHypothesis(reset23,
c("I(fitted(mnk0) "2)= 0","I(fitted(mnk0)~3)= 0"), test="F")
Linear hypothesis test

Hypothesis:
I(fitted(mnk0)"2) = 0
I(fitted(mnk0)"3) = 0

Model 1: restricted model
Model 2: wyd ~ doch + I(fitted(mnkO)"2) + I(fitted(mnk0)~3) + O

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 15 28153
2 13 23446 2 4706.7 1.3049 0.3045

> library(lmtest)
> resettest(mnk0, power=2:3, type= "fitted")

RESET test

data: mnkO
RESET = 1.3049, dfl = 2, df2 = 13, p-value = 0.3045

Na podstawie testu RESET stwierdzamy, ze brak jest podstaw do odrzucenia hi-
potezy zerowej zaktadajacej liniowos¢ modelu. Ponizej zostang przedstawione takze
inne rodzaje tego testu.

Y = a11; + ol (13.7)

> resettest(mnkO, power=2, type= "fitted")

RESET test

data: mnkO
RESET = 0.6134, df1 = 1, df2 = 14, p-value = 0.4465



Rozdziat 13. Modele regresji 166

Yi = a1xy; + 0 (13.8)
> resettest (mnk0,power=3,type="regressor")
RESET test

data: mnkO
RESET = 0.4233, df1 = 1, df2 = 14, p-value = 0.5259

Kolejnym testem ktory przedstawimy to test Rainbow. Stuzy on takze do ba-
dania postaci analitycznej modelu. Ponizej zostanie zaprezentowana jego procedura
obliczeniowa.

> k=1 # liczba parametrow modelu razem z wyrazem wolnym

> n=length(doch)

> dochl=doch[order (doch)] # sortowanie niemalejgco doch

> wydl= wyd[order(doch)] # sortowanie niemalejgco wyd wzgledem doch

Z tak posortowanych danych wybieramy 50% (frakcja) srodkowych (centrum) ob-
serwacji:

> fraction= 0.5 # frakcja: 50 procent obserwacji czylt 8
> center= 0.5 # centrum podziatu: 50 procent
> i= 1:n # indeksy zmiennych
# poczgtkowy indeks dla zmiennych dochl % wydl:
> from= ceiling(quantile(i, probs = (center - fraction/2)))
> from
25
5
# ostatni indeks dla zmiennych dochl % wydl:
> to= from + floor(fraction * n) - 1

> to
25%
12
> sy= wydl[from:to] # podprséba dla wydl o indeksach od 5 do 12
> sx= dochl[from:to] # podpréba dla dochl o indeksach od 5 do 12
> nl= length(sy) # liczebnoSé podprddby
> e= resid(mnk0) # reszty dla badanego modelu mnkO
> r= resid(1lm(sy~sx+0)) # reszty dla modelu z podprsidy
> ssr= sum(e”2) # suma kwadratow rTeszt dla mnk0O
> ssril= sum(r~2) # suma kwadratéow reszt dla modelu z podprdédby

Statystyka testu:
el =X 7"12)/(” — )

ity 7‘1'2/(”1 — k)

> rain= ((ssr - ssr1l)/(n - n1))/(ssri1/(nl - k))
> rain

[1] 0.4166865

> df= c((n - n1), (nl1 - k))

> 1-pf(rain, df[1], df[2])

[1] 0.8783834

RAIN = ( (13.9)
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> raintest (mnkO,order.by="doch,fraction=.5,center=.5)
Rainbow test

data: mnkO
Rain = 0.4167, df1 = 8, df2 = 7, p-value = 0.8784

13.2.3 Normalnosé

W R jest dostepnych wiele testéw badajacych normalnos$é¢ rozktadu reszt. W tym
opracowaniu zostanie przedstawiony jeden z nich. Test Andersona-Darlinga oraz
szereg innych testow normalnosci mozemy znalezé w bibliotece nortest. Wzér na
obliczenie statystyki tego testu jest przdstawiony ponize;j.

1 n
A=—n—=3(2i-1)(In(z) + (1 = 2041)) (13.10)
[t
> z= pnorm(sort(e),mean(e),sd(e))
> n= length(e)
> i=1:n
> A= -n-( (sum((2*i-1)*(log(z)+log(1-z[n+1-i1))))/n )
> A

[1] 0.3253687

Wzér poprawki na wielkos¢ poby dla rozktadu normalnego jest podany ponizej:

Al — (1+0,75+2,25> A

13.11
i (13.11)

> Al= (1+(0.75/n)+(2.25/n"2) ) *A
> Al
[1] 0.34348

Poniewaz warto$é¢ krytyczna dla poziomu istotnosci a = 0,05 wynosi A* = 0,752
(tabela 13.1) i jest wieksza od Al = 0,34348 to nalezy stwierdzié, ze jest brak
podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej zaktadajacej normalny rozktad reszt.

Tabela 13.1: Wartosci krytyczne

a | 10% 5% 2,5% 1%
A*| 0,631 0,752 0,873 1,035

W zaleznosci od otrzymanej wartosci Al (wzor 13.11) nalezy uzy¢ jednego z
ponizszych algorytméw w celu wyznaczenia wartos$ci p — value:

e jezeli A1 < 0,2 to:

p —value = 1 — exp(—13,436 4 101,14 - A1 — 223,73 - A1?) (13.12a)
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e jezeli 0,2 < Al < 0,34 to:
p — value = 1 — exp(—8, 318 + 42,796 - A1 — 59,938 - A1?) (13.12b)

o jereli 0,34 < Al < 0,6 to:
p — value = exp(0,9177 — 4,279 - Al — 1,38 - A1?) (13.12¢)

e jezeli A1 > 0,6 to:
p — value = exp(1,2937 — 5,709 - A1 40,0186 - A1?) (13.12d)

W omawianym przyktadzie wartos¢ statystyki Al jest rowna 0, 34348 a zatem nalezy
skorzysta¢ ze wzoru 13.12c.

> p.value= exp(0.9177 - 4.279 = Al - 1.38 * A1"2 )
> p.value
[1] 0.48926

Teraz wykorzystamy gotowa funkcje ad.test:

> library(nortest)
> ad.test(e)

Anderson-Darling normality test

data: e
A = 0.3254, p-value = 0.4893

Takze na podstawie adaptacyjnego testu Neymana mozemy sadzi¢, ze reszty maja
rozktad normalny. Ten test jest dostepny w paczce ddst.

> library(ddst)
> ddst.norm.test(e, compute.p=TRUE, B=1000)

Data Driven Smooth Test for Normality

data: e, base: ddst.base.legendre, c: 100
WT* = 0.5847, n. coord = 1, p-value = 0.455

13.2.4 Heteroskedastycznosé

Badanie niejednorodnosci wariancji w procesie resztowym zostanie zaprezentowa-
ne za pomoca dwdch testow: Goldfelda-Quandta oraz Harrisona-McCabe’a. W obu
przypadkach rozwazane sa nastepujace hipotezy:

Hy: o0?=o03

RS- (13.13)

gdzie 03 i 0? to wariancja odpowiednio w pierwszej i drugiej podprébie. Wariancje

resztowe wyznaczamy wedlug nastepujacych wzoréw:
57 = 1

P k- )y, e

(13.14a)
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1
(ng — k— 1), €7

i=1 %1

53 = (13.14b)
W pierwszej kolejnosci nalezy posortowaé¢ niemalejaco zmienne wzgledem zmien-
nej niezaleznej doch. Nalezy zaznaczy¢, ze w przypadku zmiennych przekrojowo-
czasowych takie porzadkowanie nie jest wymagane.

dochl= sort(doch) # sortowanie danych — niemalejgco

wydl= wyd[order(doch)] # sortowanie danych - niemalejgco wzgledem doch
t1= data.frame(wydl,dochl)

ml= 1m(wydl~doch1+0,data=t1[1:8,]) # regresja dla 1 podprdby

V V V V V Vv V

m2= 1lm(wydl~doch1+0,data=t1[9:16,]1) # regresja dla 2 podprdby
S1= 1/(8-1-1)*sum(resid(m1) ~2) # wariancja dla 1 podpriby
S2= 1/(8-1-1)*sum(resid(m2) "2) # wariancja dla 2 podproby

Statystyka testowa w tescie Goldfelda-Quandta jest nastepujaca:

F=22 (13.15)

> F= 82/S1; F
[1] 0.3422651

> gqtest (mnkO, order.by=doch,fraction=0)
Goldfeld-Quandt test
data: mnkO
GQ = 0.3423, dfl =7, df2 = 7, p-value = 0.9097
7 kolei w tescie Harrisona-McCabe’a statystyka bedzie miata postac:

1 612
@ (13.16)

HMC =

s= 8 # liczba (odsetek) obserwacji w podprdibie
m= lm(wydl~doch1+0,data=t1)

rm= resid(m)

hme= sum(rm[1:s]°2)/sum(rm~2)

hmc

[1] 0.7359933

V V. V V V

> hmctest (mnk0, order.by=doch,point=0.5)
Harrison-McCabe test

data: mnkO
HMC = 0.736, p-value = 0.919

Otrzymane wyniki na podstawie omawianych testow wskazuja, ze brak jest podstaw
do odrzucenia H, zaktadajacej homoskedastycznosé reszt.
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13.2.5 Obserwacje odstajgce

Obserwacje odstajace dzielimy na: wptywowe (influential) oraz nietypowe (outliers).
Pierwsze z nich wplywaja na wartosci ocen parametréw modelu (czyli na kat na-
chylenia linii regresji) a drugie na wielkosci reszt (czyli na dopasowanie modelu). W
programie R dzieki funkcjom influence.measures(stats) i outlierTest(car)
mozemy zidentyfikowa¢ obserwacje odstajace. W celu wykrycia obserwacji wptywo-
wych zostang wykorzystane nastepujace wartosci:

wartosci wptywu:

hi = diag (X (X" X) 7' X") (13.17)
gdzie: dla h; > ?)Tk i-tg obserwacje uwaza sie za wpltywowa.

> X= as.matrix(doch)
> hi= dia((X %*% solve(t(X) %*% X) %*% t(X)))
# z wykorzystaniem gotowej funkcjt:
> hi= hatvalues (mnkO) # wartosct hat values
odlegtosci Cooka:
€; hz

gdzie: dla C'D; > F (0,05, k,n — k) i-ta obserwacje uwaza sie za wptywowa.

> i= 1:16 # indeksy obserwacji

> k=1 # liczba parametrow tgcznie z wyrazem wolnym
> s= summary (mnkO)$sigma # btgd standardowy reszt

> s2= (summary(mnkO)$sigma) 2 # wariancja reszt

A\

CDi= (el[i]~2xhi[i])/(k*s2*(1-hi[i])~2) # odleglosci Cooka.
# z wykorzystaniem gotowej funkcji:
> cook= cooks.distance(mnk0) # wartosci Cook’s distance

ilorazy kowariancji:

COVRIATO; = (3(‘“)“6 ! (13.19)
s 1—hi '

gdzie: dla |1 — COVRATIO;| > 3£ ity obserwacje uwaza sie za wplywowa.

| covr= covratio (mnkO) # wartosci COVRATIO

miary DFFITS:

Vi
S(—i) - (1= hi)
gdzie: s(_;) oznacza btad standardowy reszt po usunigciu i-tej obserwacji ze zbioru
danych:

| > si= influence(mnkO)$sigma

natomiast dla |DFFITS;| > 3 - ,/nf . i-ta obserwacje uwaza si¢ za wptywowa.

| dff= dffits(mnk0) # wartosci DFFITS
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miary DF BETAS:

B — B-
-/ (XTX)!

DFBETAS; = (13.21)

gdzie: [ to oszacowany wspotczynnik z wykorzystaniem petnego zbioru danych oraz
B(—i) to oszacowany wspoétczynnik po usunigciu i-tej obserwacji ze zbioru danych:

> dbetai= influence(mnkO)$coefficients

natomiast dla |DFBET AS;| > 1 i-ta obserwacje uwaza sie za wpltywowa.
dfb= dfbetas(mnkO) # wartoSct DFBETAS

Wykorzystamy teraz gotowa funkcje do wyznczenia obserwacji wplywowych.

> summary(influence.measures (mnk0))
Potentially influential observations of
lm(formula = wyd ~ doch + O, data = t)

dfb.doch dffit cov.r cook.d hat
mazowieckie 0.00 0.00 1.20_x 0.00 0.11

Zatem obserwacja dotyczaca wojewodztwa mazowieckiego okazala sie¢ wpltywowa na
podstawie ilorazu kowariancji. Ponizej zostaly przedstawione obliczenia dla wszyst-
kich obserwacji.

> influence.measures (mnkO0)
Influence measures of
lm(formula = wyd ~ doch + O, data = t)

dfb.doch dffit cov.r cook.d hat inf

t6dzkie 0.26381 0.26381 1.071 6.96e-02 0.0657
mazowieckie -0.00223 -0.00223 1.203 5.31e-06 0.1094  *
matopolskie 0.04075 0.04075 1.134 1.78e-03 0.0574
glaskie 0.02653 0.02653 1.146 7.54e-04 0.0656
lubelskie 0.24256 0.24256 1.026 5.77e-02 0.0437
podkarpackie 0.33300 0.33300 0.922 9.84e-02 0.0368
podlaskie -0.28983 -0.28983 1.027 8.16e-02 0.0549
Swietokrzyskie -0.06102 -0.06102 1.118 3.97e-03 0.0465
lubuskie -0.04887 -0.04887 1.142 2.55e-03 0.0644
wielkopolskie =-0.39757 -0.39757 0.981 1.45e-01 0.0637
zach.pomorskie -0.23806 -0.23806 1.091 5.76e-02 0.0687
dolnoslaskie 0.04143 0.04143 1.154 1.84e-03 0.0729
opolskie 0.62331 0.62331 0.804 2.93e-01 0.0619
kuj.pom 0.02947 0.02947 1.132 9.29e-04 0.0545
pomorskie -0.13833 -0.13833 1.134 2.01e-02 0.0717
war.mazur -0.36192 -0.36192 1.001 1.23e-01 0.0622

Do identyfikacji obserwacji nietypowych mozemy wykorzystaé reszty standary-

zowane:
€

Ci(stand) = ﬁ

gdzie: dla |e;(stana)| > 2 i-ta obserwacje mozna podejrzewac o nietypowosc.

(13.22)
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| > es= rstandard (mnkO) # reszty standaryzowane
lub reszty studentyzowane:

€;

—_— 13.23

€i(stud) =

gdzie: dla |e;(stua)| > 2 i-ta obserwacje mozna podejrzewaé o nietypowosc.
| > et= rstudent (mnk0) # reszty studentyzowane

Reszty et maja rozktad t-Studenta o stopniach swobody: n—p—2 (model z wyrazem

wolnym) lub n—p—1 (model bez wyrazy wolnego). Zatem do identyfikacji obserwacji

odstajacych wykorzystamy p—value tego rozktadu weryfikujac nastepukace hipotezy
statystyczne:

Hy : i-ta obserwacja jest typowa

o J P (13.24)

H, : i-ta obserwacja jest nietypowa

Dla obserwacji o najwiekszej wartosci bezwzglednej et statystyka testu bedzie miata

postac:
max|e;(stud) | (13.25)

# p-value 2z rozkiadu t-Studenta:

> p.value= 2*(1-pt( max(abs(et)) ,16-1-1))
> p.value

[1] 0.02937727

# poprawka Bonferonniego:

> Bp.value= 16*p.value

> Bp.value

[1] 0.4700364

# wykorzystanie funkcji outlierTest:

> outlierTest (mnk0)

No Studentized residuals with Bonferonni p < 0.05
Largest |rstudent]:

rstudent unadjusted p-value Bonferonni p
opolskie 2.425829 0.029377 0.47004

Poniewaz p —value = 0,47004 to na poziomie istotnosci a = 0, 05 brak jest podstaw
do odrzucenia H,. Gdy dodamy odpowiednie argumenty do funkcji outlierTest,
to otrzymamy uporzadkowane malejaco wartosci |e;(stua)| oraz p — value.

> outlierTest (mnkO,order=T,cutoff=Inf,n.max=Inf)

rstudent unadjusted p-value Bonferonni p
opolskie 2.425829301 0.029377 0.47004
podkarpackie 1.702938479 0.110670 NA
wielkopolskie -1.524648740 0.149610 NA
war.mazur -1.405761385 0.181600 NA
podlaskie -1.202794661 0.249000 NA
lubelskie 1.134839609 0.275500 NA
t6dzkie 0.994454997 0.336880 NA
zach.pomorskie -0.876672700 0.395460 NA
pomorskie -0.497741566 0.626390 NA
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Swietokrzyskie -0.276280971

lubuskie -0.186335919
matopolskie 0.165166434
dolnoslaskie 0.147748037
kuj.pom 0.122770528
S§laskie 0.100105764
mazowieckie -0.006351306

O O O O O O o

.786370
.854850
.871170
.884650
.904030
.921680
.995020

NA
NA
NA
NA
NA
NA
NA
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W dignostyce modelu ekonometrycznego bardzo pomocnym narzedziem sa réwniez
wykresy, ktore mozna wygenerowac¢ za pomoca komendy:

> par (mfrow=c(2,2))
> plot (mnkO)

Residuals vs Fitted

100
|

130
6
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°

-50
°

° 16

T T T T T T
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Scale-Location

15
|
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1.0

|Standardized residuals|
0.5

0.0
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Standardized residuals

Normal Q-Q

Theoretical Quantiles
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o
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Leverage

Rysunek 13.3: Diagnostyka modelu.

13.2.6 Metoda najmniejszych wartosci bezwzglednych

05

Jesli w zbiorze danych wystepuja obserwacje odstajace to nalezy je wyeliminowaé
lub zastosowaé regresje kwantylowa. Dla parametru 7 = 0,5 (mediana) otrzymuje-
my estymator metody najmniejszego odchylenia bezwzglednego, ktorego kryterium

optymalizacji jest przedstawione ponizej (wzory 13.26a oraz 13.26D).

n
> " |eil — min
i=1

n

Z ly; — ap — a1 x1;| — min

i=1

> library(quantreg)
# model z wyrazem wolnym:

(13.26a)

(13.26b)
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> g=rq(wyd~doch,tau=0.5)
> summary(q,se=’nid’)

Call: rq(formula = wyd ~ doch, tau = 0.5)

tau: [1] 0.5
Coefficients:

Value Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 18.81043 138.88795 0.13544 0.89420
doch 0.84413 0.12837 6.57568 0.00001

# model bez wyrazu wolnego:
> g0=rq(wyd~doch+0,tau=0.5)
> summary(q0,se=’nid’)

Call: rq(formula = wyd ~ doch + O, tau = 0.5)
tau: [1] 0.5
Coefficients:

Value Std. Error t value Pr(>ltl)

doch 0.85720 0.01716  49.95465 0.00000

> plot(doch,wyd,cex=1.2,pch=20)
> abline(q,col=’red’,lwd=2,1ty=2); abline(q0,col=’blue’,lwd=2)

> legend("topleft",c("q","q0"),col=c("red","blue"),lty=c(2,1),1lwd=2)

1200

wyd
1000 1100
|

900
|

T T T T T T
900 1000 1100 1200 1300 1400

Rysunek 13.4: Regresja kwantylowa.
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13.3 Estymacja modelu nieliniowego

13.3.1 Model kwadratowy

Pierwsza funkcja nieliniowa jaka sprébujemy dopasowaé¢ do naszych danych bedzie
model kwadratowy:
y=ag+ a1z’ (13.27)

Estymacje parametrow funkcji o wzorze 13.27 dokonamy za pomoca ponizszej ko-
mendy:

> k= 1lm(wyd~I(doch"2),data=t)
> summary (k)

Call:
Im(formula = wyd ~ I(doch"2), data = t)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-54.857 -27.803 1.452 19.653 93.152

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 5.218e+02 4.206e+01 12.404 6.11e-09 ***
I(doch~2) 3.427e-04 3.453e-05 9.924 1.03e-07 **x

Signif. codes: 0 ‘*xx’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ ’ 1

Residual standard error: 40.67 on 14 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8755, Adjusted R-squared: 0.8667
F-statistic: 98.49 on 1 and 14 DF, p-value: 1.026e-07

— k
mnkO

1200
|

1100

wyd
1000
|

900
|

T T T T T T
900 1000 1100 1200 1300 1400

Rysunek 13.5: Regresja liniowa i kwadratowa.
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> plot(t,cex=1.2,pch=20)
> curve(coef (k) [1]+coef (k) [2]*x~2,add=T,col="red",lwd=2)
> abline(mnkO,col="orange",1ty=1,1lwd=2)
> legend("topleft",c("k","mnk0"),col=c("red","orange") ,lty=1,1lwd=2)
> AIC(mnkO,k)
df AIC
mnkO 2 168.9711
k 3 167.8451 # funkcja kwadratowa jest lepszym modelem

> f=function(x){
X=X
0.000685408*x # pierwsza pochodna funkcji kwadratowej
b

> £(c(900,1000,1100,1200))

[1] 0.6168672 0.6854080 0.7539488 0.8224896

Otrzymane wartosci mozna zinterpretowa¢ w nastepujacy sposob. Wydatki w przeli-
czeniu na jedna osobe rosty srednio o 0, 62zt na jedna ztotowke przyrostu dochodéw,
przy poziomie dochodow réwnych 900zt. Natomiast prz poziomie dochodéw rownych
1200zt wydatki rosty érednio o 0,82zt na ztotowke przyrostu dochoddw.

13.3.2 Model wyktadniczy
Analityczna posta¢ funkcji wyktadniczej jest podana ponizej:
y=ao-ay (13.28)

gdzie: g > 0 oraz a3 > 01y # 1

Aby oszacowaé parametry modelu nieliniowego z wykorzystaniem funkcji nls (stats)
(nieliniowa metoda najmniejszych kwadratéw) nalezy znalezé parametry startowe.
Mozna je wyznaczy¢ sprowadzajac funkcje nieliniowa do postaci liniowej.

Iny=00-61-x (13.29)
> mw= 1lm(log(wyd) “doch)
> summary (mw)
Call:
Im(formula = log(wyd) ~ doch)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-0.063814 -0.029988 0.003799 0.022039 0.096239

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 5.971e+00 9.313e-02 64.115 < 2e-16 **x*
doch 7.916e-04 8.566e-05 9.241 2.46e-07 **x*
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Signif. codes: 0 ‘*xx’> 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ ’ 1

Residual standard error: 0.04456 on 14 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8591, Adjusted R-squared: 0.8491
F-statistic: 85.39 on 1 and 14 DF, p-value: 2.462e-07

W kolejnym kroku obliczymy parametry funkeji wyktadniczej wedtug wzoréw: ay =
exp(fp) oraz a; = exp(fy).

> b0= exp(coef (mw) [1])
> b0
(Intercept)

391.9122
> bl= exp(coef (mw) [2])
> bl

doch
1.000792

Otrzymane wartosci mozna wykorzystaé jako parametry startowe w nieliniowej me-
todzie najmniejszych kwadratow.

> w= nls(wyd~a0*al"doch,start=1ist(a0=b0,al=b1l) ,data=t)
> summary (w)

Formula: wyd ~ a0 * al”doch

Parameters:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
a0 3.873e+02 3.346e+01 11.58 1.48e-08 *xx*
al 1.001e+00 7.733e-05 12942.47 < 2e-16 **x

Signif. codes: 0O ‘“*%xx’> 0.001 ‘*%’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ ’ 1
Residual standard error: 40.84 on 14 degrees of freedom

Number of iterations to convergence: 2
Achieved convergence tolerance: 1.024e-06

\4

AIC(k,w)

df AIC

k 3 167.8451 # funkcja kwadratowa jest lepszym modelem
w 3 167.9795

\2

(coef (w) [2]-1)*100
al
0.08034964

Interpretacja otrzymanych parametréw jest nastepujaca. Jezeli dochéd wzrosnie o
1z} to wydatki réwniez wzrosng o 0, 08%.
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Rysunek 13.6: Regresja kwadratowa i wyktadnicza.
13.3.3 Model hiperboliczny
Kolejng funkcja jaka bedziemy bada¢ to model hiperboliczny o postaci:
2
S (13.30)
T+ oq
Parametry startowe wyznaczymy za pomoca nastepujacego wzoru:
1 1 1
=0+l (13.31)
Yy x x

> mh= 1m(I(1/wyd)~I(1/doch)+I(1/doch~2)+0)
> summary (mh)

Call:
Im(formula = I(1/wyd) ~ I(1/doch) + I(1/doch~2) + 0)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-9.731e-05 -3.285e-05 -1.201e-06 3.315e-05 7.973e-05
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
I(1/doch) 1.4011 0.1151 12.172 7.79e-09 **x
I(1/doch~2) -249.8795 118.3491 -2.111 0.0532 .
Signif. codes: O ‘%%’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 .’ 0.1 ¢ ’ 1

Residual standard error: 5.116e-05 on 14 degrees of freedom

Multiple R-squared: O.
3682 on 2 and 14 DF,

F-statistic:

9981, Adjusted R-squared: 0.9978

p-value: < 2.2e-16
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e o — L _ B2
gdzie: oy = 5 oraz oq = .

> bl= 1/coef (mh) [1]
> bl
I(1/doch)
0.713737
> b2= coef (mh) [2] /coef (mh) [1]
> b2
I(1/doch~2)
-178.3482

> h= nls(wyd~(a0*doch”2)/(doch+al),start=1list(a0=bl,al=b2))
> summary (h)

Formula: wyd ~ (a0 * doch”2)/(doch + al)

Parameters:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
a0 0.77328 0.06732 11.487 1.63e-08 *x*x
al -107.24573 84.78731 -1.265 0.227

Signif. codes: O ‘“x**’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘x> 0.05 .’ 0.1 ¢ ’ 1
Residual standard error: 43 on 14 degrees of freedom

Number of iterations to convergence: 4
Achieved convergence tolerance: 4.592e-06

Poniewaz parametr «; jest nieistotny statystycznie, a wiec gdy go pominiemy to
funkcja hiperboliczna sprowadzi sie do modelu liniowego.

06012 040.112 OZQZL'2 Qo

— = = = = Qg
Y r+a; x40 T 1 0
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Zbiory danych

W tym miejscu przedstawimy zbiory danych wykorzystywane w poprzednich roz-
dziatach. Sa one umieszczone w Internecie i mozna je Sciagna¢ podanymi ponizej
poleceniami. Jezeli nie mamy wtasnych danych, to warto na tych przeé¢wiczy¢ oma-
wiane w tej ksigzce funkcje.

14.1 Zbiér danych GUSowskich

Korzystajac z danych dostepnych na stronach GUSu http://www.stat.gov.pl/
przygotowatem ponizszy wybranych wskaznikéw w rozbiciu na wojewodztwa. Sa to
prawdziwe dane dotyczace roku 2007.

> daneGUS = read. table(" http:/Aww. biecek . pl /R/dane/Dane2007GUS. csv”, sep=";",
h=T, dec=",")

W tej ramce danych dla 16 wojewddztw zebrane sa nastepujace dane:

. ludnosc.do.15.1at - liczba mieszkancoéw w wieku do 15 lat

—_

2. ludnosc.15.60.1at - liczba mieszkancow w wieku od 15 do 60 lat

3. ludnosc..60.1at + - liczba mieszkancow w wieku od 60 lat

4. mieszkan.wyprodukowanych - liczba mieszkan wyprodukowanych w 2007 roku
5. studenci.artystyczne - liczba studentow kierunkéw artystycznych

6. studenci.spoleczne - liczba studentéw kierunkow spotecznych

7. studenci.ekonomia - liczba studentéw kierunkow ekonomicznych

8. studenci.prawne - liczba studentéw kierunkéw prawniczych

9. studenci.dziennikarstwo - liczba studentéw kierunku dziennikarstwo

10. studenci.biologiczne - liczba studentéw kierunkéw biologicznych
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11. studenci.fizyczne - liczba studentow kierunkéw fizycznych

12. studenci.matematyczno.statystyczne - liczba studentéw kierunkow matema-
tycznych

13. studenci.informatyczne - liczba studentow kierunkéw informatycznych
14. studenci.medyczne - liczba studentéw kierunkéw medycznych

15. studenci.inzynieryjno.techniczne - liczba studentow kierunkéw inzynieryjno tech-
nicznych

16. studenci.produkcja.i.przetworstwo - liczba studentéw kierunkéw produkcja i
przetworstwo

17. studenci.architektura.i.budownictwo - liczba studentéw kierunkéw architektu-
ra i budownictwo

18. studenci.na.ochrona.srodowiska - liczba studentéw kierunku ochrona $rodowi-
ska

19. studenci.na.ochrona.i.bezpieczenstwo - liczba studentow kierunkéw ochrona i
bezpieczenstwo

20. nauczycieli.akademickich - liczba nauczycieli akademickich

21. dochod.budzetu.na.mieszkanca - $redni doch6éd do budzetu na jednego miesz-
kanca

22. pracujacy.rolnictwo - liczba (w tysigcach) oséb pracujacych w sekorze rolni-
czym

23. pracujacy.przemysl - liczba (w tysiacach) oséb pracujacych w przemysle

24. pracujacy.uslugi - liczba (w tysiacach) oséb pracujacych w sekorze ustugowym
25. bezrobotni - liczba (w tysiacach) bezrobotnych

26. powierzchnia.na.mieszkanie - srednia powierzchnia mieszkania

27. powierzchnia.na.osobe - $rednia powierzchnia mieszkania na osobe

28. mieszkancow.na.sklep - érednia liczba mieszkanscow na sklep
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Skorowidz

funkcja
adaboost, 39
agnes, 19
as.matrix, 11
bagboost, 39
clara, 18
cmdscale, 4, 10
cpart, 34
ctree_control, 34
cutree, 20
daisy, 11
diana, 22
dist, 11
draw.tree, 34
drawparti, 31
errorest, 32
fanny, 23
hclust, 23
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ipredbagg, 39
isoMDS, 10
kknn, 31
kmeans, 14
knn, 31
knncat, 31
ksvm, 39
12boost, 39
Ida, 27
logitboost, 39
MDSplot, 39
misclass.tree, 37
mlbench.2dnormals, 14

partimat, 30
partition.tree, 37
PCA, 4

pca, 4
performance, 29
plot.BinaryTree, 34
plot.rpart, 34
plot.tree, 34
prcomp, 4
predict, 27
princomp, 4
prune.rpart, 37
prune.tree, 37
qda, 27
randomForest, 38
rflmpute, 38
rpart, 34
sammon, 10
Shepard, 11
silhouette, 23
snip.rpart, 37
snip.tree, 37
stressplot, 11
svm, 39
svmlight, 39
svmpath, 39
text.rpart, 34
text.tree, 34
train, 39

tree, 34
varlmpPlot, 38

mlbench.cassini, 14 pakiet
NaiveBayes, 33 clv, 23
naiveBayes, 33 mlbench, 14
nm, 39 ROCR, 30
nnet, 39

outlier, 39

pamr.train, 39
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